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Résumé. — Cet article est le dernier consacré à l'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de 
Drinfeld. Nous y démontrons l'existence d'un isomorphisme entre la cohomologic à support compact 
des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, et plus généralement de leurs complexes de cohomologic 
équivariants. Nous y démontrons également l'existence d'une correspondance de Jacquet-Langlands 
locale géométrique entre certains faisceaux étales rigides équivariants sur l'espace des périodes de 
Gross-Hopkins p n_1 et sur l'espace de Drinfeld Q. 



Abstract. — This article is the last one about the isomorphism between Lubin-Tate and Drinfeld 
towers. We prove the existence of an isomorphism between the compactly supported cohomology 
of the Lubin-Tate and Drinfeld towers, and more generally their equivariant cohomology complex. 
We also prove the existence of a géométrie local Jacquet-Langlands corrcspondcnce between some 
equivariant rigid étale sheaves on Gross-Hopkins period space P n— 1 and Drinfeld one Q. 



Introduction 

Cet article est le dernier consacré à l'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. 
Les principaux résultats sont : 

- Soit (Xi) ie i un système projectif filtrant d'espaces rigides quasicompacts. Soit (3Ej)j e / un 
modèle entier de ce système projectif formé de schémas formels admissibles au sens de Ray- 
naud dont les morphismes de transition sont affines. Soit X^ = lim Xi, par exemple si 

i 

Xi = Spf(iîi) alors X^ = Spf(( lim Ri) ). Alors le topos limite projective lim (Xi)ét ne 

i i 

dépend que de Xoo et la cohomologic lim H'{{Xj)ét, A) également. 

i 

- L'existence d'une correspondance "de Jacquet-Langlands locale géométrique" entre faisceaux 
étales D x -équivariants sur l'espace des périodes de Gross-Hopkins {f >n ~ 1 )" 9 pour lesquels 
l'action de D x est lisse (au sens de la théorie des représentations des groupes p-adiques : 
le stabilisateur d'une section est ouvert) et faisceaux GL„(i^)-équivariants sur l'espace de 
Drinfeld O pour lesquels l'action de GL ra (F) est lisse. Il s'agit du théorème 13.1. 

- Le fait que les complexes de cohomologie à support compact de la tour de Lubin-Tate et de 
Drinfeld, vus comme éléments de la catégorie dérivée GL n (F) x D x x WV-équivariante lisse, 
sont isomorphes. Il s'agit du théorème 13.2 

Les deux derniers résultats utilisent bien sûr le théorème principal de [11] ainsi que le pre- 
mier résultat. Pour le premier résultat les points clef consistent en une utilisation du théorème 
d'approximation d'Elkik ([9]) et du théorème de platification de Raynaud-Gruson ([22]). 
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La correspondance de Jacquet-Langlands locale géométrique. — Rappelons que la tour 
de Lubin-Tate est une tour d'espaces analytiques rigides {M^)k <zGL n (o F ) munie d'une action 
"verticale" de GL„(F) par correspondances de Hecke et "horizontale", étage par étage, de D / . 
Elle forme un "pro-GL„(0F)-torseur étale" au dessus de la tour sans niveau 

M-GL n {p F ) = " T °ur de L.T./GL„(0 F ) " ~ JJb"- 1 

z 

une union disjointe de boules p-adiques ouvertes. De plus il y a une application des périodes de 
Gross-Hopkins ([15], [21], [10]) 

surjective, £> x -équivariante, invariante sous les correspondances de Hecke sphériques et dont les 
fibres sont exactement les orbites de Hecke. On a donc envie d'écrire 

Tour de L.T./GL n (F) ~ P" -1 

ou plutôt au sens des champs [Tour de L.T./GL n (F)] ~ P' 1-1 i.e. les faisceaux rigides-étales 
Hccke-équivariants sur la tour de Lubin-Tate sont en bijection avec les faisceaux rigides-étales sur 

Qpn.-l\rig_ 

Quant à la tour de Drinfeld {■M'ff) KaO* elle est munie d'une action "verticale" de D x et 
horizontale de GL„(F). Elle forme un "pro-O^-torseur étale" au dessus de la tour sans niveau 

M% r * = "Tour de Dr./0£" ~ 

D z 

où fi désigne l'espace de Drinfeld, si n = 2 £1(C P ) = C p \ Q p . Il y a de plus une application des 
périodes beaucoup plus simple que la précédente 

z 

qui est GL n (i 7 ')-équivariante, un isomorphisme sur chacune des composantes de l'union ]J Z , D x - 
invariante et dont les fibres sont exactement les £> x /C^-orbites. On a donc envie d'écrire 

[Tour de Dr./L> x ] ~ Q 

c'est à dire que les faisceaux rigides-étales D x -équivariants sur la tour de Drinfeld sont en bijection 
avec les faisceaux rigides-étales sur f2. 

Rappelons maintenant ([11]) qu'on a démontré l'existence d'un "isomorphisme en niveau infini" 

GL n (F) x D x -équi variant. On a donc envie d'écrire qu'il y a un isomorphisme 

[ijx^pn-i] „ [GL„(F) x D*\M c J] ~ [GL n (F) x D x \MZ r ] * [GL n (F)\Q] 

c'est à dire une équivalence entre faisceaux D x -équivariants sur P" -1 et faisceaux GL„(F)- 
équi variants sur Q. 

Cet énoncé est en fait incorrect. Pour expliquer pourquoi prenons une analogie. Soit k un corps 
de clôture séparable k et X un fc-schéma de type fini. Soit p : Xj: — ► X la projection. Le foncteur 
qui à un faisceau étale T sur X associe le faisceau p*!F muni de son action de Gal(fc|fc) compatible 
à celle sur X-^ induit une équivalence entre faisceaux étale sur X et ceux sur X-^ munis d'une 
action de Gal(/c|fc) compatible à celle sur X-^ et continue. La condition de continuité signifie que 
le stabilisateur d'une section du faisceau sur un ouvert quasicompact est un sous-groupe ouvert 
de Gal(fcjfc). Dit en d'autres termes, il y a une condition de continuité sur la donnée de descente 
pour descendre des objets en niveau infini sur la tour (X 0^ L) L \ k ^ c à X. 

Il en est de même pour les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. Il y a bien une équivalence entre 
faisceaux équivariants sur P" -1 et ïl mais il faut ajouter une condition de continuité sur l'action : 
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le stabilisateur d'une section est un sous-groupe compact-ouvert. 

Pour expliquer cette condition de continuité revenons à notre analogie. Si U — ► X-r est un 
morphisme étale avec U quasicompact il existe une extension de degré fini L\k et un ouvert étale 
V — > Xl tel que V = U <g>£ k. Ainsi en restriction au sous-groupe ouvert Gal(k\L) sur Xj 
s'étend en une action sur U 

Vct g Gsl(k\L) U >~U 

\ . 1 

et si T est un faisceau étale sur X-r muni d'une action de Gal(fcjfc), Ver G Gal(fc|L) (<7*.F)(£/) 
J-(U) et il y a une action de Gal(fc|L) sur T(U). La condition de lissité de l'action de Gal(fc|L) 
est donc bien définie. 

L'analogue en géométrie analytique a été étudié par Berkovich dans [5]. Expliquons le plutôt 
dans le contexte des espaces rigides. Soit Y = Sp(£>) — ► Sp(.A) un morphisme étale entre espaces 
affinoïdes. Soit G un groupe profini agissant continûment sur X au sens où si / G A 

lim 1157-/1100 = 

Il existe alors un moyen de relever "canoniquement" l'action de G sur X à Y, quitte à se restreindre 
à un sous-groupe ouvert suffisamment petit U de G 



Y > Y 

I I 

x — > x 

Ainsi si T est un G-faisceau étale sur A il y a une action de U sur J-(Y) et on peut parler de 
lissité de l'action de U sur J-(Y). 

Ce fait est une généralisation du lemme de Krasner. Si 2) = Spf(A) — ► Spf(S) = X est un 
modèle entier du morphisme Y — > A, i.e. A et B sont deux algèbre topologiquement de type fini 
sur Z p sans p-torsion, A[-] = A et B[-] = B il existe alors un entier N tel que pour tout X-schéma 
formel topologiquement de type fini 3 l'application de réduction 

Homs-a?)) — > Kom mz/pN ® Z/p N ,ïï) ® Z/p N ) 

soit une bijection. Il s'agit essentiellement d'une application du théorème d'approximation d'Elkik 
([9]). Si le morphisme entier 2) — > X est étale on peut bien sûr prendre N = 1 et en général 
l'entier N dépend d'une puissance suffisamment grande de p telle qu'un certain idéal discriminant 
divise cette puissance (entier qui existe puisque après inversion de p le morphisme est étale). 
En particulier deux X-morphismes proches de 2J dans lui-même coïncident et tout isomorphisme 
défini modulo p N peut se relever en caractéristique zéro. 

Finissons par expliquer la terminologie "correspondance de Jacquet Langlands" . Soit T un 
D x -faisceau lisse sur P™ -1 et JL(J r ) le faisceau associé sur fi. Soit 8 G D x semi-simple régulier 
et 7 G GL n (F) stablement conjugué à 8. Il devrait y avoir un lien entre tr(8;J 7 x ) et 

xgFix((5;P™- 1 ) 

tr( 7 ; JL^y). Cela n'est pas démontré dans cet article, l'auteur prévoit d'en écrire la 

j/6Fix(7;0) 

démonstration ainsi que d'autres propriétés de cette correspondance dans un futur article. 

Cohomologie à support compact des deux tours. — On démontre l'existence d'isomor- 
phismes 

lim H' c (MjfêC p ,Z/£ n 1) ~ lim H'{M% r ê)C P , Z/£ n Z) 

KcGL n (0 F ) K<ZO* 
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en tant que Z/£ n Z[GL n (F) x D y x W-Fj-modules lisses. En fait on démontre un résultat beaucoup 
plus précis au niveau des complexes de cohomologie à support compact dans la catégorie dérivée 
équivariante- lisse. Si T est un D x -faisceau lisse sur P™ -1 on lui associe canoniquement, en tirant 
en arrière ce faisceau par l'application des périodes en chaque niveau de l'espace de Lubin-Tate, 
un complexe de cohomologie à support compact de la tour de Lubin-Tate 

RT C {CT,T) G D + (Z/rZ[GL„(F) x D x x W F ] - Mod-lisscs) 

De même si G est un GL„ (-F)-faisceau lisse sur Q, on lui associe RT c (Vr, G). Soit alors T i — > JL(^ r ) 
la correspondance de Jacquet-Langlands décrite précédemment. Il y a alors un isomorphisme de 
foncteurs 

RT C {CT, -) -^-> RT c (Vr, -) o JL 
Description des différentes parties. — 

Espaces rigides généralisés. — Dans les chapitres 1 à 3 on définit et étudie les propriétés de base 
des espaces rigides "fibre générique" de schémas formels p-adiques qui ne sont pas nécessairement 
topologiqucment de type fini, du type de ceux intervenant dans [10] et [11]. Le point de vue choisi 
est celui de Raynaud consistant à voir la catégorie des espaces rigides comme un localisé de la 
catégorie des schémas formels p-adiques relativement aux éclatements formels admissibles. 

- Dans le premier chapitre on définit et étudie les éclatements formels admissibles de tels 
schémas formels. Il s'agit essentiellement de vérifier que certaines notions intervenant dans 
[6] restent valables dans un contexte plus général. Une des difficultés de la théorie est que 
contrairement au cas classique de [6] les théorèmes de cohérence des algèbres p-adiques 
topologiquement de type fini sans p-torsion ne sont plus valables. 

On retiendra une des propriétés importantes de ces éclatements formels admissibles 
généralisés n'ayant pas d'équivalent dans le cadre "classique" : la proposition 1.35 assurant 
la compatibilité de ces éclatements au passage à la limite projective de schémas formels. 

- Dans le deuxième chapitre on définit et étudie le topos admissible de tels schémas formels. 
On utilise pour cela le langage des limites inductives de sites et des limites projectives de 
topos de [13]. Le topos admissible est vu comme la limite projective des topos Zariskiens des 
éclatements de notre modèle formel. 

L'une des propriétés fondamentales est le théorème de "décompletion" , la proposition 2.23 
qui dit qu'un ouvert admissible d'une limite projective de schémas formels lim Xi est un 

i 

germe d'ouvert admissible sur les et la proposition 2.27 son interprétation en termes de 
topos. 

Plus tard on appliquera le même type de procédures pour le site étale rigide au lieu du 
site admissible. Le lecteur peut donc considérer ce chapitre comme un entraînement à la 
manipulation des topos limites projectives dans un cas "simple" . 

- Dans le chapitre 3 on définit et étudie l'espace de Zariski-Riemann associé à nos espaces rigides 
généralisés. Pour les espaces rigides classiques cet espace coïncide avec l'espace topologique 
adique défini par Huber ([17]) et également étudié par Fujiwara ([12]). On montre en par- 
ticulier que le topos admissible s'identifie au topos des faisceaux sur cet espace topologiquc. 
On interprète également cet espace comme un recollé de spectres valuatifs. 

On utilisera plus tard l'espace de Zariski-Riemann dans le but de définir la notion de 
famille couvrante dans notre site étale rigide. 

On définit également l'espace de Berkovich associé aux générisations maximales dans l'es- 
pace de Zariski-Riemann (les valuations de rang 1 i.e. à valeurs dans R). Cela nous permettra 
de définir la notion de topos surconvergent correspondant dans le cas classique au topos étale 
de Berkovich. 

Le topos étale rigide. — Dans les chapitres 4,5 et 6 on définit et étudie le topos étale rigide de 
nos schémas formels. Il s'agit du coeur de l'article. 
Expliquons d'abord les difficultés rencontrées. 
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- Soit A une algèbre p-adique sans p-torsion. Si B est une A-algèbre p-adique topologiqucment 
de présentation finie et si B ~ A < T\, . . . , T/v > /(/i, . . . , f q ) est une présentation on peut 
définir comme dans le chapitre 4 de [9] en utilisant un idéal jacobien explicite la notion d'être 
rig-étale après inversion de p : une certaine puissance de p appartient à cet idéal jacobien. 
Néanmoins il n'y a pas de raison en général pour que cette définition ne dépende pas du 
choix d'une telle présentation comme c'est le cas si A est topologiquement de type fini sur 
un anneau de valuation de hauteur 1 (le cas rigide classique). 

- On veut de plus appliquer le théorème 6 de [9] à nos algèbres rig-étales. Or, même après avoir 
fixé une présentation comme précédemment la démonstration donnée dans [9] ne s'adapte 
pas sans des théorèmes de cohérence. Essentiellement le résultat qui pose problème est que si 
R est une algèbre p-adique et / = {x G R | 3k p k x = 0} alors en général / n'est pas un idéal 
fermé de R, et si l'on veut tuer la p-torsion dans R il ne faut pas prendre R/I mais R/I, le 
séparé de R/I. En général on n'a aucun contrôle sur /. Bien sûr si R est topologiquement de 
type fini sur un anneau de valuation de hauteur 1 d'après [6] on a / = /, mais dans notre 
situation il n'y a pas de raison pour que ce soit le cas. 

- Soit (-Rj)îgN un système inductif d'algèbres p-adiques topologiqucment de type fini sur 
Z p , Roc = lhn Ri. On peut même supposer que Ri Ri+i, Ri+i\Ri est fini, Ri est 

i 

intégralement fermé dans -Ri[p-], Ri[^] ^> -Ri+i[p] est étale fini et que le système inductif 
(i?i[~])ieN est un torseur étale sous un groupe profini et les J2j[— ] sont rig-lisses sur Z p 
(exemple : prendre l'image réciproque d'un ouvert affine dans les tours de Lubin-Tatc et de 
Drinfeld) . 

On veut qu'il y ait une équivalence entre iîoo-algèbres p-adiques rig-étales et "germes" 
d'algèbres p-adiques rig-étales sur les (Ri)i, via l'application 

{Ri — ► B) i — ► (^ — » Bê Ri Roo) 

Il devrait s'agir typiquement d'une application du théorème d'approximation d'Elkik à l'an- 
neau Hensélicn (Roo,pRoo). Néanmoins il n'y a pas de raison dans le cas des tours de Lubin- 
Tate et de Drinfeld, pour les modèles construits dans [10] et [11] par normalisation, pour que 
les morphismes Ri — ► Ri+i soient plats. Il n'y a pas non plus de raison pour que le système 
inductif (i£j)j e jj satisfasse à une hypothèse de presque platitude au sens de Faltings, c'est à 
dire si Ïq G N, / C Ri est un idéal de type fini alors 

3a e N Mi > i p".Torf <0 (Ri, R t JI) = 

Par exemple on aurait bien aimé que le morphisme Roo — > Roo soit fidèlement plat, mais il 
n'y a pas de raison non plus pour que ce soit le cas. 

Le problème que cela soulève est que si B est une i?. r algèbre rig-étale sans p-torsion alors 
la p°°-torsion des algèbres (B<$ Ri Rj)j>i peut "exploser" lorsque j — ► +oo. 

Voici comment on procède pour palier à ces problèmes. 

- Dans le chapitre 4 on montre que si A est une algèbre p-adique sans p-torsion et que l'on se 
restreint aux A-algèbres p-adiques finies localement libres étales après inversion de p on a une 
bonne théorie pour de telles algèbres rig-étales. Ainsi si X est un schéma formel p-adiques 
sans p-torsion quelconque on a une bonne notion de X-schéma formel fini localement libre 
rig-étale. 

On montre de plus que le théorème d'approximation d'Elkik s'applique à ces morphismes 
rig-étales : si (Xj)jeN es t un système projectif de schémas formels p-adiques sans p-torsion 
à morphismes de transition affines, = lim Xi, les Xoo-schémas formels finis localement 

igN 

libres rig-étales sont équivalents aux "germes" de Xi-schémas formels finis localement libres 
rig-étales lorsque i varie via 

(?) — » X,) (2) x Xt X», — Xoo) 
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- Dans le chapitre 5 on définit et étudie la classe générale de morphismes rig-étalcs utilisée 
pour définir le topos étale rigide. On les appelles morphismes de type {£). 11 sont construits 
à partir d'éclatements formels admissibles, de morphismes étales de schémas formels et de 
morphismes finis localement libres rig-étales (ceux étudiés dans le chapitre 4). On montre 
qu'ils vérifient le théorème d'approximation comme précédemment : les Xoo-schémas formels 
de type {£) sont équivalents aux germes de Xi-schémas formels de type (£) lorsque i varie. 

Le point clef justifiant leur introduction est que d'après le théorème de platification de 
Raynaud-Gruson si 2) — > X est un morphisme de schémas formels admissibles quasicompacts 
tel que 2J" 9 — ► X™ 9 soit étale il existe alors un diagramme 



où 3 — > X est de type (£) et |3™ 9 | — ► |2J" 9 | est surjectif et que donc les X-schémas formels 
de type (£) engendrent topologiqucmcnt le site étale de X" 9 . 
- Dans le chapitre 6 on définit et étudie un site ainsi que le topos étale rigide des schémas 
formels ne vérifiant pas d'hypothèse de finitude. Pour cela on utilise les morphisme de type 
(£) du chapitre 5. 

On a vu que dans le cas classique ces morphismes engendrent topologiquement le site étale 
rigide usuel. D'après le théorème 4.1 de l'exposé III de SGA4 (cf. théorème 6.1 de cet article) 
ils suffisent pour reconstruire le topos étale d'un espace rigide classique. La contrepartie est 
qu'ils ne forment pas une prétopologie de Grothendieck à cause de l'absence de certains 
produits fibrés dans cette catégorie. 

On utilise alors toute la puissance du formalisme de Grothendieck qui permet de définir une 
topologie en toutes généralités sans cette hypothèse d'existence de produits fibrés. L'analogie 
suivante éclairera peut-être le lecteur : on est dans la situation où l'on a un espace topologique 
X muni d'une famille d'ouverts C telle que tout ouvert de X puisse s'écrire comme une union 
d'ouverts de C, mais si U, V G C UdV n'appartient pas nécessairement à C. Néanmoins, 
grâce au formalisme des cribles, C est muni d'une topologie de Grothendieck qui n'est pas 
définie par une prétopologie mais qui permet tout de même de retrouver le topos X comme 
équivalent à C ; un faisceau sur X est la même chose qu'un foncteur, i.e. un préfaisceau, T 
défini sur C vérifiant VU S C V(Vi)jgj un recouvrement de U par des objets de C 



où hv désigne le préfaisceau représenté par V et la même formule permet d'étendre T à tout 
ouvert de X qui n'est pas dans C. 

Le théorème principal s'énonce alors en disant que le topos rig-étale d'une limite projective 
de schémas formels p-adiques est la limite projective des topos rig-étales de chaque schéma 
formel de la limite projective. Il s'agit d'une application des résultats d'approximation des 
chapitres précédents. 

Faisceaux étales munis d'une action lisse d'un groupe p-adique. — Dans les chapitres 8 à 10 on 
s'intéresse à la cohomologic à support compact équivariante des espaces analytiques de Berkovich 
ainsi que des espaces rigides généralisés introduits dans les section précédentes. 

On s'inspire des travaux de Berkovich ([5] et [2]) sur le sujet. Etant donné un groupe topologique 
G agissant continûment sur un espace analytique de Berkovich X, resp. un espace rigide généralisé, 
étant donné un faisceau étale T muni d'une action lisse de G compatible à celle sur X on montre 
que l'action de G sur H'(X, J 7 ) est lisse. En fait le but plus général est d'associer fonctoriellement 
à T un complexe de cohomologic RT C (X, "F) G D + (A[G] — Mod- lisses). 

- Pour cela on développe dans le chapitre 8 un formalisme général des G-faisceaux lisses qui 
peut s'appliquer aussi bien aux espaces de Berkovich qu'aux espaces rigides généralisés. Le 
résultat principal est le théorème 8.16 qui dit en particulier qu'on peut résoudre un G-faisceau 
lisse par des G-faisceaux lisses flasques après oubli de l'action de G. 
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T{U) = ker(JJ -F(Vi) T JJ Hom pr éf a isceaux(/ïv; Xh v h V] ,T)) 



iel i,j 
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- Le chapitre 9 contient l'application de ce formalisme aux espaces analytiques de Bcrkovich. 
Le site étale d'un espace de Berkovich n'est pas adapté au formalisme des faisceaux lisses, de 
plus plus tard dans l'article nous devrons jongler entre site étale d'un espace de Berkovich et 
site étale de l'espace rigide associé, c'est pourquoi nous travaillons avec les sites quasi-étales 
définis dans [5] (le site quasi-étale correspond au site étale de l'espace rigide et le site étale 
au site étale surconvergent). Par contre la cohomologie à support compact des espaces de 
Berkovich sans bord (i.e. surconvergents sur leur corps de base) est plutôt bien adaptée au 
site étale. D'où les jonglages permanents entre sites étales et quasi-étales. 

- Le chapitre 10 est consacré à l'analogue pour les espaces rigides généralisés. 

Les résultats principaux. — Les chapitres 11 et 12 sont consacrés à la démonstration des princi- 
paux résultats de l'article. On y récolte les résultats des chapitres précédents pour les appliquer 
aux tours de Lubin-Tatc et de Drinfcld. 



Remerciements : L 'auteur tient à remercier Jean François Dat dont les travaux et les diverses 
discussions que l 'auteur a eues avec lui ont influencé la forme de cet article, notamment le chapitre 
11. Il remercie également Ofer Gabber pour des discussions sur le sujet. Il apparaîtra comme clair 
au lecteur que les travaux de Raynaud en géométrie rigide ont eu une forte influence sur l'auteur 
ainsi que l'article [12] de Fujiwara dont l'auteur s'est largement inspiré. 

1. Schémas formels 7r-adiques 

On fixe Ok un anneau de valuation de hauteur 1 et 7r un élément de Ok de valuation strictement 
positive. On vérifiera facilement que les définitions données ne dépendent pas du choix d'un tel n. 
Tous les schémas formels considérés seront supposés quasi-séparés. 

1.1. Rappels sur les schémas formels 7r-adiques. — 

Définition 1.1. — On appelle schéma formel 7r-adique (sous-entendu sur Spf(Off)) un schéma 
formel 3 sur Spf(0jsr) tel que ttO^, soit un idéal de définition de 3- 

Soit la catégorie dont les objets sont (Spec(0R- Ii&Ok ))k>i et les flèches sont les morphismes 
de réduction modulo des puissances de n, Spec(C/f /^Ok) Spbc(Ok/tt 1 Ok) pour k < l : 

8pec(0 K /irO K ) S P cc(O k /n k O K ) Spec(G K /<K k+1 K ) -»• . .. 

On définit une catégorie fibrée au dessus de cette petite catégorie en posant que la fibre sur 
Spcc(Ox/7r fe Oif ) est la catégorie des schémas sur Spec(O^-/7r fc 0/ < -). La catégorie des schémas 
formels 7r-adiques est alors équivalente à la limite projective de cette catégorie fibrée (cf. [1] 
exposé 6 section 6.10 page 273 pour la notion de limite projective de catégories fibrées). 

Cela signifie que se donner un schéma formel 7r-adiquc est équivalent à se donner une famille 
(Zf-)k>i où Zk est un S\>ec(0 k / Tr h O k )-schéma munie d'isomorphismes Zk+i Ç^Gk/^Ok Zk 
satisfaisant une condition de cocyle évidente (un schéma formel 7r-adique n'est rien d'autre qu'un 
cas particulier d'ind-schéma). Le schéma formel associé à une telle famille (Zk)k sera noté lim Z^. 

k 

Définition 1.2. — On dit que 3 est sans 7r-torsion si le faisceau O3 l'est c'est à dire O3 O3 
est un monomorphisme. 

Ainsi 3 est sans 7r-torsion ssi Vfc G N le schéma *$®Ok /^Ok est plat sur S-pec{0 k / K k O k) ■ On 
en déduit aussitôt que le schéma formel 7r-adique 3 est sans 7r-torsion ssi il possède un recouvrement 
affine (Spf(-Rj))j G j tel que \/i Ri soit sans 7r-torsion. De plus on en déduit que si X est un schéma 
plat sur Spcc(Oif ) alors son complété 7r-adique est sans 7r-torsion. 

Définition 1.3. — Une algèbre 7r-adique est une Ok -algèbre séparée complète pour la topologie 
7r-adiquc. 
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Ainsi la catégorie des algèbre 7r-adiques est équivalente à celle des schémas formels 7r-adiqucs 
affines. 

1.2. Morphismes topologiquement de type fini. — 

Définition 1.4- — Un morphisme de schémas formels tt adiques / : 2J — > X est dit localement 
topologiquement de type fini si le morphisme induit X®Ok I^Ok — ► ÏÏ)®Ok I^Ok est localement 
de type fini. Il est dit topologiquement de type fini s'il est de plus quasicompact. 

Lemme 1.5. — Soit f : 2} — > X. Sont équivalents 

- / est localement topologiquement de type fini 

- Pour tous ouverts affines Spf(B) C 2), Spf(A) C X, tels que f(Spf(B)) C Spf(A) le morphisme 
induit A — ► B fait de B une A-algèbre topologiquement de type fini c'est à dire isomorphe en 
tant que A-algèbre topologique à A < Ti, . . . ,T n > // où A < T\, . . . , T n > désigne l'anneau 
des séries formelles strictes, le complété ir-adique de A[T±, . . . ,T n ], et I est un idéal fermé 
de A<T u ...,T n >. 

Les schémas formels 7r-adiques localement topologiquement de type fini sur Spf(Ox) sont étudiés 
en détails dans [6] auquel on renvoie le lecteur. 

Définition 1.6 ([6]). — Les schémas formels 7r-adiques localement topologiquement de type fini 
sur Sy>î(Ok) sans 7r-torsion sont appelés schémas formels admissibles. 

1.3. Morphismes topologiquement de présentation finie. — La notion qui suit n'a 
d'intérêt que pour les schémas formels sans 7r-torsion. 

Définition 1.7. — Soit / : X — > 2) un morphisme entre schémas formels 7r-adiqucs sans n- 
torsion. Il sera dit localement topologiquement de présentation finie si le morphisme de schémas 
induit X®Ok/^Ok — ► %)®Ok/'kOk est localement de présentation finie. Il sera dit topologique- 
ment de présentation finie s'il est de plus quasicompact. 

Lemme 1.8. — Soit f : X — ► 2) un morphisme entre schémas formels -k -adiques sans tt -torsion. 
Sont équivalents 

- / est localement topologiquement de présentation finie 

- Pour tout ouvert affine Spf(B) C 2J, Spf(A) C X, tels que f(Spf(B)) C Spf(A) le morphisme 
induit A — > B fait de B une A-algèbre topologiquement de présentation finie c'est à dire 
isomorphe en tant que A-algèbre topologique à A < Tf, . . . , T n > / 1 où I est un idéal (saturé) 
de type fini de A < T\ , . . . , T„ > 

- Pour tout k > 1 le morphisme X <E> Ok/tt Ok — * 2) ® Ok /ti Ok est de présentation finie 

Par exemple, si / : X — > Y est un morphisme de présentation finie entre schémas plats sur 
Spcc(0A') le morphisme induit entre les complétés 7r-adiques est topologiquement de présentation 
finie. 

D'après les résultats de [6] un morphisme localement topologiquement de type fini entre schémas 
formels admissibles est automatiquement localement de présentation finie. Cette assertion est en 
générale fausse pour les schémas formels plus généraux que nous considérons. 

1.4. Morphismes affines. — 

Définition 1.9. — Un morphisme de schémas formels 7r-adiques X — > 2} est dit affine si le 
morphisme de schémas induit X®Ok I^Ok — > '%)®Ok I^Ok l'est ou encore de façon équivalente 
si V7c le morphisme de schémas induit X ® Ok/^Ok — > 2) <E> Ok/^Ok l'est. 

Ainsi si X est un schéma formel 7r-adique la catégorie des X-schémas formels 7r-adiques affines est 
équivalente à la catégories des faisceaux de O^-algèbres A tels que l'application canonique A — ► 
lim A/ir k A est un isomorphisme et Vfc A/n k A est une O^e^/^fcei^-algèbre quasi-cohérente. A 

k 
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/ : 3 — > X affine on associe la O^-algèbrc /*03 et dans l'autre sens à A on associe le X-schéma 
formel lim Spec(A/ir k A). 

fc 

La catégorie des X-schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion est donnée par les O^-algèbres A 
sans 7r-torsion telles que A lim A/ir k A et A/irA soit quasi-cohérente. 

k 

1.5. Morphismes finis. — 

Définition 1.10. Un morphisme / : X — > 2J entre schémas formels 7r-adiques est fini si le 
morphisme induit X <g) Ok/kOk — ► 2J ® Ok/kOk l'est. 

Le lemme qui suit n'est qu'une retranscription du lemme de Nakayama. 

Lemme 1.11. — Sont équivalents pour f : X — > 2) 

- / est fini 

- Pour tout k > 1 le morphisme X <g> Ok/^Ok — > 2J ® Ok/^Ok est fini 

- f est afifiine et pour tout ouvert affine Spf(A) C 2) si f~ 1 (Spf(A)) = Spf(B) alors A est un 
B-module de type fini 

Remarque 1.12. — Si A est une 0^-algèbre 7r-adique et B une A-algcbrc finie alors B est 
complète pour la topologie 7r-adique. Mais on prendra garde à ce que B n'est pas nécessairement 
séparée et n'est donc pas forcément une algèbre 7r-adique ! 

1.6. Morphismes topologiquement plats. — 

Définition 1.13. Un morphisme / : X — ► 2J entre schémas formels 7r-adiques sera dit 
topologiquement plat si Vfc > 1 le morphisme de schémas induit Xç^Ok/^Ok — > ^Q®Ok Ok 
l'est. 

Par exemple X 7r-adique est topologiquement plat sur Spf(Oif) ssi il est sans 7r-torsion. 

Remarque 1.14- — On prendra garde qu'en général si Spf(£>) — > Spf(A) est topologiquement 
plat alors B n'est pas nécessairement une A-algèbre plate. Par exemple il n'y a pas de raison pour 
que si A est une algèbre 7r-adique et f G Aie morphisme A — ► A < y > soit plat. Néanmoins, 
d'après [6], tout cela est vrai pour des schémas formels admissibles. 

Lemme 1.15. — Un morphisme f : X — > 2} entre schémas formels ir-adiques sans 71 -torsion 
est topologiquement plat ssi le morphisme induit X &> Ok/kOk — ► 2) ® Ok/^Ok est plat. 

Démonstration. C'est une conséquence du lemme 11.3.10.2 de EGA IV. □ 

1.7. Limite projective dans la catégorie des schémas formels 7r-adiques. — 

Proposition 1.16. — Soit (/, <) un ensemble ordonné co-filtrant et (Q>i)iei > (Pij)i>j) un 
système projectif de schémas formels ir-adiques tel que les morphismes de transition ifiij : 3j — > 3j 
soient affines. Alors lim 3i existe dans la catégorie des spf(Ojc) -schémas formels et c'est un 
tel 

schéma formel n-adiques égal à 

lim lim (3, ® Ok/^Or) 
km iei 



Démonstration. La démonstration ne pose pas de problème. On renvoie au chapitre 8 de EGA 
IV pour les limites projectives de schémas à morphismes de transition affines. □ 
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Exemple 1.17. — Si 3j = Spf(-Rj) alors lim Spf(-Rj) = Spf(i?oo) où R^ = lim Ri. Par ex- 

i i 

cmple si on considère la limite projective de revêtements de Kùmmcr D B . où 

D = Spf(0K < T, T^ 1 >) et les morphismes de transition sont tous t 1— > t p alors 

Roo = { V] a a T a | a a G O k a a — ► a a — > } 

— lai — '■+CX3 v v (a)— >— oo 

où a a — > signifie tendre vers pour la topologie 7r-adiquc. 

1.8. Adhérence "schématique" de la fibre générique. — Soit 3 un schéma formel 7r-adique. 
Notons pour tout k > 1 

2 k = lim ker fo 3 /n k 3 O^/^+'O^] C 3 /n k 3 

i>l 

un faisceau d'idéaux quasicohérent sur 3 <S> Ok/t 1 *- Si Spf(iî) C 3 est un ouvert affine et / = {x € 
R | 3i > 1 tt'x = 0} alors 

Tfc = (J + n k R/ir k R) ~ 
où le tilda signifie "le faisceau quasicohérent associé" . Notons alors 

Z k = V(l k ) c3®0 K /Tr k O K 

On a donc 

Z k +i (8 OkI^Ok = Z k 

Notons alors 

3' = lim Z fe 

fe 

un schéma formel 7r-adique. Si Spf(iî) est un ouvert affine de 3 et / est l'idéal des éléments de 
7r°°-torsion comme précédemment alors l'ouvert correspondant de 3' est Spf(iî/7) où I désigne 
l'adhérence de I pour la topologie 7r-adiquc. 

Lemme 1.18. — Le schéma formel ■n-adique 3' est sans t: -torsion. De plus l'immersion fermée 
y w 3 est telle que pour tout schéma formel ir-adique sans ir-torsion 2) tout morphisme 2) — ► 3 
se factorise de façon unique via 3' ^ 3- 

Démonstration. Elle ne pose pas de problème particulier. □ 

Définition 1.19. — Par abus de terminologie on appellera 3' l'adhérence schématique de la fibre 
générique de 3- On notera y dh = y. 

Le foncteur adhérence de la fibre générique définit donc un adjoint à droite à l'inclusion de la 
catégorie des schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion dans celle des schémas formels 7r-adiqucs. 
En particulier les produits fibrés existent dans la catégorie des schémas formels 7r-adiques sans 
7r-torsion ; il suffit de prendre l'adhérence schématique de la fibre générique du produit fibré usuel 
en tant que schémas formels. 

Remarque 1.20. — Lorsque X est admissible d'après les résultats de [6] (tout idéal saturé dans 
une O^-algèbre topologiquement de type fini est de type fini donc fermé) X adh s'obtient en tuant 
la 7r°°-torsion dans 0%. Cela est faut en général, il faut quotienter par l'adhérence 7r-adique de la 
7r°°-torsion. 

Remarque 1.21. - - Le schéma formel y dh est quasiséparé car y dh <g) Ok/kOk est un 
sous-schéma fermé de 3 <8> Ok/kOk- 

- Si U C 3 est un ouvert alors U adh =Ux$ T dh 

- Si 2) — ► X est un morphisme de schémas formels 7r-adiques alors SQ adh = (2} / £ adh ) adh 

Plus généralement que le second point de la remarque précédente on a le lemme qui suit dont 
la démonstration est immédiate. 
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Lemme 1.22. — Soit 2} ► X un morphisme topologiquement plat entre schémas formels n- 

adiques. Alors 

yadh = ^ Xx X adh 

1.9. Eclatements formels admissibles. — 

1.9.1. Définition et premières propriétés. — 

Définition 1 . 23. — Soit 3 un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion et I C O3 un idéal tel que 
localement sur 3 37V e N n N 0^ C T et I/-k n O-$ est quasi-cohérent de type fini. Un tel idéal 
est dit admissible. On appelle éclatement formel admissible de I le 3-schéma formel 7r-adique 
topologiquement de type fini 



3 = lim Proj 0r/7r fc r 



i>0 

Proposition 1.24- — Avec les notations de la définition précédente 

- si Spf(R) C 3 est un ouvert affine et I — T(Spf(R),I) alors ~5\Spf(R) s'identifie au complété 
ir-adique de l'éclatement de l'idéal I de Spec(R) 

- 3 est sans n-torsion 

- si ip : 3 — ► 3 alors O^.Lp~ l I est localement libre de rang un 

- 3 satisfait à la propriété universelle suivante : pour tout "^-schéma formel ir-adique sans 

7r -torsion 2} ► 3 tel que O^.ifi -1 ! soit localement libre de rang un il existe un unique 

"^-morphisme 2) — ► 3 

Démonstration. La première assertion découle de la définition de l'éclatement formel admissible 
et du fait que les "Proj" commutent aux changements de bases (EGA II 2.8.10). 
La seconde résulte de la première car Spec(iî) étant sans 7r-torsion l'éclatement de l'idéal / 
l'est aussi (l'image réciproque d'un ouvert schématiquement dense par un éclatement reste 
schématiquement dense) et donc son complété 7r-adique est encore sans 7r-torsion. 
La troisième résulte également de la première. En effet, sur l'éclaté de / dans le schéma Spec(iî) 
l'idéal / devient localement libre de rang un. Il est donc localement principal sur le complété 
7r-adique de ce schéma. Donc I devient localement principal sur 3- Mais étant donné que T 
contient localement une puissance de 7r et que 3 est sans 7r-torsion X est localement libre de rang 
un sur Z. 

La dernière assertion résulte aisément de son homologue pour les schémas (et de la première 
assertion). □ 

Remarque 1.25. — Soit 3 = Spf(-R) 7r-adique sans 7r-torsion et I un idéal admissible de O3. 
Il y a alors un idéal / = (/1, . . . , f n ) de R contenant une puissance de tt tel que I soit l'image 

réciproque de l'idéal quasi-cohérent (I /n N O3) dans O3 pour ./V >> 0. La description donnée dans 
le lemme 2.2 de [6] de 3 lorsque 3 est topologiquement de type fini sur Ok est en général fausse. 
On a en fait la description suivante : 

n 

où Mi = Spf(-Aj) est un ouvert affine tel que si 

Bi = R < Tx, ■ ■ ■ ,Ti, . . . ,T n > / (Tjfi — fj)x<j<n,j^i 

et B[ = B t /Ji avec Ji = {b e B t | 3k n k b = 0} alors A { est le séparé de B[, A, = B'J n fe > n k Bl 
ou encore Ai = Bi/ Ji où Ji est l'adhérence 7r-adique de Ji. 

Remarque 1.26. — Si X' — ► Spf(-A) est un éclatement formel admissible et si A est topologique- 
ment de type fini sur Spf(0K-) alors T(X', Ox')[^} = A[^} (théorème d'acyclicité de Tate qui lorsque 
Ok est de valuation discrète résulte du théorème de changement de changement de base propre 
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formel en cohomologic cohérente de EGA III). Mais pour les schémas formels plus généraux que 
nous considérons il n'y a pas de raison pour que cela soit vrai. 

Lemme 1.27. — Soit?) un schéma formel -ïï-adique sans ir-torsion etX C O3 un idéal admissible. 

- X est localement libre de rang un ssi il est localement principal 

- si {tt n ) C X, X est localement principal ssi X/tt n+1 0^ l'est 

En particulier si (ir ) C X, un morphisme ip : 2) — > 3 se relève à l'éclatement de X ssi 
(0<g.ip~ 1 X)/n N+1 0^) est localement principal. 

Démonstration. La démonstration ne pose pas de problème. □ 

Lemme 1.28. — Soit 3 comme précédemment. Soient T\,X<i deux idéaux admissibles. Soit 3 
l'éclatement formel deX\. Alors l'éclatement formel admissible deX\.Xi s'identifie à l'éclatement 
formel admissible de l'image réciproque de X2 à 3- 

Démonstration. On peut soit le vérifier directement sur la définition de l'éclatement formel 
admissible, soit en utilisant la propriété universelle des éclatements formels puisque si A est un 
anneau sans 7r-torsion et /, J deux idéaux de type fini de A contenant une puissance de 7r alors 
IJ inversible •<=>■ I et J sont inversibles. □ 

Lemme 1.29. — Le composé de deux éclatements formels admissibles d'un schéma formel ir- 
adique sans ■n-torsion quasicompact est un éclatement formel admissible. 

Démonstration. On vérifie que la démonstration de la proposition 2.5 de [6], qui repose elle 
même sur le lemme 5.1.4 de [22], fonctionne en toute généralité (on utilise l'hypothèse faite dès le 
début que tous nos schémas formels sont quasi-séparés). □ 

Lemme 1.30. — Soit X un schéma formel ir-adique sans n-torsion quasicompact et IA C X un 
ouvert quasicompact. Alors tout éclatement formel admissible delA s'étend en un éclatement formel 
admissible de X. 

Démonstration. La démonstration du lemme 2.6. de [6] s'applique. □ 

Lemme 1.31. — Soit ip : 3 — > 3 un éclatement formel admissible. Alors (p est surjectif au 
niveau des fibres spéciales. 

Démonstration. Par définition de l'éclatement formel admissible le morphisme induit en fibre 
spéciales 3 ® Ok/^Ok — ► 3 ® Ok/kOk est propre. Son image est donc fermée. Soit U C 3 
l'ouvert complémentaire de l'image. Alors y> _1 (Z/) — ► U est l'éclatement formel admissible de 
I\u- Il suffit donc de voir que pour un éclatement formel admissible comme dans l'énoncé 3 7^ 0- 
Soit donc Spf(-R) C 3 un ouvert affine non-vide et / : X — ► Spec(iî) l'éclatement de l'idéal 
r(Spf(i?),J) dans Spec(iî). D'après la proposition 1.24 i^ -1 (Spf(JÎ)) s'identifie au complété tt- 
adique X de X. Mais siA~0onaA = A <g>o K K. Or le morphisme / : X — > Spcc(_R) est 
propre et est un isomorphisme en fibre générique : X <X> K Spec(R[^]). Donc si l'on avait 
X = alors f{X) = Spec(i?[^]) C Spcc(iî) qui serait donc ouvert/fermé dans Spec(iî) ce qui est 
impossible car R est 7r-adique sans 7r-torsion. □ 

1.9.2. Transformée stricte. — Soit ip : 2) — ► 3 un morphisme de schémas formels 7r-adiques sans 
7r-torsion. Soit X C C3 un idéal admissible. Notons 3 — ► 3 l'éclatement formel admissible associé. 

Définition 1.32. — On appelle transformé strict de 2) relativement à l'éclatement 3 — > 3 
l'adhérence schématique de la fibre générique de 2) X3 3- 



Proposition 1.33. — Le transformé strict de 2J s'identifie à l'éclatement formel admissible de 
l'idéal ©g .Lp~ l X. 
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Démonstration. Notons X le transformé strict et 2) l'éclatement formel de Oig.tp 1 X. Puisqu'il 
y a une factorisation 2} X3 3 — > 3 — ► 3 l'image réciproque à 2J x 3 3 de l'idéal X est localement 
principal. Donc, puisque cet idéal est admissible, il devient localement libre de rang un sur X > 
2} X3 3 (lemme 1.27). D'après la propriété universelle de 2) il y a donc un morphisme 

X^2J 

Construisons un morphisme dans l'autre sens. D'après la propriété universelle de 3 le morphisme 
2) — ► 3 s'étend en un morphisme 2} — > 3- II fournit donc un morphisme 

% — »2) ><33 

Mais grâce à la propriété caractérisant l'adhérence schématique de la fibre générique se morphisme 
se factorise en un morphisme 

2) ^X 

On vérifie alors facilement que les deux morphismes précédents sont inverses l'un de l'autre. □ 

Exemple 1.34- — Si X' — > X est l'éclatement formel admissible de l'idéal X\ et X" — ► X celui 
de I2 alors (X' Xj x") adh est l'éclatement formel admissible de X1.X2. 

1.9.3. Commutation à la limite projective. — Soit (7, <) un ensemble ordonné cofiltrant et 
((3i)iei"i {fij )i>j) un système projectif de schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion tel que les 
morphismes de transition ipij soient affines. Soit ïq S I fixé et X un idéal admissible de 0^, ig . 

Notons pour i > ïq 3i l'éclatement formel de l'image réciproque de X. On a donc un système 
projectif Ç5i)iei- D'après la proposition 1.33 les morphismes de transition de cette tour sont 
affines. 

Proposition 1.35. — La limite projective lim 3j coïncide avec l'éclatement formel de l'image 

i>io 

réciproque à lim 3i de X. 

! 

Démonstration. Il suffit d'utiliser les propriétés universelles des éclatement et limites projectives 
pour construire deux morphismes inverses l'un de l'autre. □ 



2. La topologie des ouverts admissibles 
2.1. La catégorie des ouverts admissibles. — 

Définition 2.1. — Soit X un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion quasicompact. Soit Scx la 
catégorie dont les objets sont les éclatements formels admissibles de X et les morphismes sont les 
morphismes de X-schémas formels. 

On note Q£c% la catégorie fibrée au dessus de £c% telle que 

- la fibre au dessus de (X' — > X) S Ob(Scx) est la catégorie des ouverts quasicompacts de X' 
munie des morphismes donnés par l'inclusion 

- le foncteur "changement de base" associé à un morphisme X' >■ X" dans £cy_ est le 




X 



foncteur image réciproque d'un ouvert de X" à X' 

On notera souvent (jU C X' — > X) un objet de Œcx où U est un ouvert quasicompact de 
l'éclatement X' de X. 

D'après le lemme 1.28 la catégorie £cx est cofiltrante. Plus précisément, étant donnés deux objets de 
&3t il existe au plus un morphisme entre deux tels objets et si X' X" est un diagramme 




X 
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d'éclatements alors (X' X") adh domine ce diagramme. Ainsi la catégorie Scx est la catégorie 
associée à un ensemble ordonnée dans lequel toute partie finie possède une borne supérieure. 

Définition 2.2. On note Adx la catégorie lim Œcx (cf. section 6 de l'exposé VI de SGA4 

£cx 

tome 2 [13]). Il s'agit de la catégorie des ouverts admissibles quasicompacts. 

Le lemme qui suit donne une définition concrète de Adx- 

Lemme 2.3. — Les objets de Adx sont les ouverts quasicompacts des éclatements formels ad- 
missibles de X. Si X' X" est un diagramme d'éclatements, IÂ C X' et V C X" sont deux 




X 



tels ouverts, si (X' X| X") adh désigne l'adhérence schématique de la fibre générique de X' Xx X 



(X' x x X") 




on a HomAd x (L{,V) ^ 9 ssi p 1 {U) C q (V) et si c'est le cas alors cet ensemble d'homomor- 
phismes est constitué d'un seul élément. 

Démonstration. Tout éclatement dominant X' et X" se factorise de façon unique par (X' xj 

X") adh . Par définition de la catégorie limite inductive il suffit alors de voir que si X'" -ÎU (X' 
X") adh est tel que /i" 1 ^" 1 ^)) C hr 1 {q- 1 {V)) alors p^{U) C ç _1 (V). Mais cela résulte de la 
surjectivité des morphismes induits par les éclatements au niveau des fibres spéciales c'est à dire 
le lemme 1.31. □ 



2.2. La topologie et le topos admissible. — 

Définition 2-4- — Soit 3 un schéma formel 7r-adique. On note |3| 9C la prétopologie des ouverts 
quasicompacts de 3 dont les recouvrements sont les recouvrements usuels par un nombre fini 
d'ouverts. Pour U C 3 un ouvert quasicompact on note Cov|3| (W) ces recouvrements. 

Remarque 2.5. — Pour vérifier que |3| qc vérifie bien les axiomes d'une prétopologie il faut 
utiliser le fait que 3 est quasi-séparé (hypothèse faite sur tous nos schémas formels). 

Remarque 2.6. — Si |3| désigne la topologie usuelle il y a un fonctcur pleinement fidèle continu 

\~5\qc — ► |3| qui induit une équivalence de topos |3| > |3| gc puisque les ouverts quasicompacts 

forment une famille génératrice de la topologie de |3| (il s'agit d'une simple application du "lemme 
de comparaison", le théorème 4.1 de SGA4 tome 1 exposé III). 

Les familles 

Œc x 9 (W C X' — >X)> — > Cov|s,| ïe (W) 

satisfont aux hypothèses du paragraphe 8.3. de [13] et définissent donc d'après la proposition 8.3.6 
de cet exposé une prétopologie sur Adx appelée prétopologie admissible. 
Concrètement on vérifie avec les définitions de l'exposé 6 de SGA4 que 

Lemme 2.7. — Soit (U C X' — ► X) € Ob(Adx) un ouvert admissible quasicompact. Alors les 
recouvrements de IA pour la prétopologie admissible sont les familles de morphismes vers U dans 
Adx isomorphes aux familles finies (Vi)i^i d'ouverts quasicompacts d'un éclatement X" — > X 
dominant X' — > X, X" — > X' — > X, telles que 

h- 1 (U) = \JV i 

De façon encore plus concrète on a 
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Lemme 2.8. — Soit (U C X' — > X) G ObAd% un ouvert admissible quasicompact. Les recou- 
vrements de U pour la prétopologie admissibles sont les familles finies (V; C X" — ► X); e / telles 

que si 2) désigne l'adhérence de la fibre générique de X' (x^X") (la borne supérieure de tous 

iei 

les éclatements précédents) 

2) 

y x 

x' n 

alors p- 1 (U) = \J ieI qr 1 (V l ). 

Démonstration. Il suffit d'utiliser le lemme précédent couplé au fait que les éclatements sont 
surjectifs en fibre spéciale (lemme 1.31) qui implique qu'une famille d'ouverts Zariski recouvre un 
ouvert donné ssi c'est le cas après un éclatement. □ 



2.3. Le topos admissible. — Soit pour tout (X' — > X) G £c% le topos |X'| = |X'| ?C . Si 

X" — - — *- X' est un morphisme dans £c% il y a alors un morphisme de topos 

\ / 
X 

(h*,K) : -> |X'f 

Lorsque X' varie cela donne naissance à un topos fibré au dessus de la petite catégorie £cx, au 
sens de l'exposé VI de SGA 4. 

Définition 2.9. — On note (X" s ) le topos limite projective 

lim |X'|~ 

(£' — >x)esc x 

au sens de la section 8 de l'exposé VI de SGA 4. On l'appelle topos rigide admissible de X. 
D'après le théorème 8.2.9 de [13] ce topos s'identifie à la catégorie limite projective 

lim |X'|~ 

(X' — >X)e£c x 

où les morphismes de transition sont pour h : X" — > X' un morphisme entre éclatements le 
morphisme h* : |X"| — ► |X'| . Concrètement un objet de ce topos est un système de faisceaux 
{^X')x' e£cx ^ n^'e&ï mun i d'isomorphismes V/i : X" — ► X' 

a h : h*Fx" Fx 1 
vérifiant une condition de cocyle évidente. 

Exemple 2.10. — Si X est topologiquement de type fini sur Spf(Ox) alors d'après le théorème 
d'acyclicité de Tate ce topos est muni d'un "faisceau structural" O x ng dont la "composante" sur 
l'éclatement X' est le faisceau G |X'| . En général pour des X avec lesquels nous travaillons 

cela est faux (cf. remarque 1.26). Plus généralement, toujours si X est topologiquement de type 
fini sur Spf(0ff), si T est un faisceau cohérent sur X alors (h : X' — ► X) t-> h*^^] définit un 
faisceau cohérent de O^rig-modules sur (X™ 3 ) . 

Proposition 2.11. — Le topos (X" 9 ) s'identifie au topos des faisceaux sur Adx muni de la 
topologie admissible. 

Démonstration. C'est une conséquence des résultats de la section 8.3 de [13]. □ 
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2.4. Topos limite projective contre topos total. — On renvoie à la section 8.5 de [13] pour 
les généralités concernant le lien entre une limite projective de topos fibré et son topos total. 

Traduisons les résultats de cette section 8.5 de [13] dans le cas du topos rigide admissible. 

Définition 2.12. — Soit le topos fibré sur la catégorie £cx qui à (X' — > X) G £cx associe |X'| . 
On note T xr i g le topos total associé. 

Concrètement T x ng est la catégorie des (jF(x'—>X)) G Yi(X'^>x)e.£cx l^'l mun i s de morphismes 

V X" — ^ X' a h : Tx'^x — > KT (X "-,x) 
\ / 
X 

vérifiant une certaine condition de cocyle. Comparé au topos limite projective on relâche donc la 
condition pour ah d'être un isomorphisme. Il y a un morphisme de topos 

Q : (X rig ) — » T X rig 

tel que 

Q* {(^(X'^x)), (ah)) = (ÇF{x'^x)), (ah)) 
Voici une description du foncteur image réciproque 

Lemme 2.13. — Soit T = ((.%»-*)), (a h )) £Î r .,. Alors Q*T= {{Q{x<^X)),{Phj) où 

Démonstration. Il s'agit d'une application de la proposition 8.5.3 de [13] (pour tout h : X" — > 
X' h* : |X"| — > |X'| commute aux petites limite projectives filtrantes (d'après le théorème 5.1 
de [13], h étant un morphisme cohérent). □ 

Exemple 2.14- — Il y a un faisceaux de 0^--algèbres A défini par ((X' — ► X) i — > Ox 1 ) G Txn g . 
Alors Q*A est le faisceau sur (X ri9 ) qui à un ouvert admissible (U C X' — > X) associe 

lim T{U',Ow) 

Il s'agit du faisceau associé au préfaisceau qui à un ouvert admissible (U C X' — ► X) associe 
T(U, Ou)- Lorsque X est topologiquement de type fini sur Spf(O^) Ox^s ■= est le faisceau 
structural de l'espace rigide (qui d'après la remarque 2.10 se définit sans Q*, c'est déjà un faisceau 
sur la limite projective) tandis que A est le sous-faisceau 0~^ rig des fonctions rigides de normes 
infini < 1 (cf. [17] dans le contexte des espaces adique). Ainsi lorsque X n'est pas forcément 
topologiquement de type fini sur Spf(0R- ) et que le théorème d'acyclicité de Tate n'est pas vérifié 
le faisceau A[^} définit un faisceau structural sur (X 7 " 19 ) qui d'après le lemme précédent s'obtient 
en "forçant" le théorème d'acyclicité de Tate. 

2.5. Fonctorialité de la topologie et du topos admissible. — 

2.5.1. Espaces rigides. — 

Définition 2.15. — On appelle catégorie des espaces rigides quasicompacts le localisé de la 
catégorie des schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion quasicompacts relativement aux flèches 
données par les éclatements formels admissibles. 

Si X, 2) sont deux schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion on note X" 9 l'objet associé dans 
la catégorie des espaces rigides. 

On vérifie grâce aux propriétés des éclatements formels admissibles que cet ensemble de flèches 
permet un calcul des fractions à gauche. On a donc 

Hom(X" 9 ,2)" 9 ) = lim Hom(X',2)) 

(X'^x)e£c x 
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Exemple 2.16. — Le foncteur Scx — ► (Espaces rigidcs/X™ 9 ) qui à (U C X' — > X) associe 
U na — > X" 9 est pleinement fidèle. Cela résulte du lemme 1.30. Cela permet de voir la catégorie 
des ouverts admissibles quasicompacts de X comme une sous-catégorie pleine de la catégorie 
(Espaces rigides/X" 9 ). 

Remarque 2.17. Pour les espaces non-quasicompacts la bonne définition de la catégorie des 
espaces rigides (quasiséparés) n'est pas le localisé de la catégorie des schémas formels 7r-adiques 
sans 7r-torsion relativement aux éclatements formels admissibles. Si X est un tel schéma formel non- 
quasicompact il faut voir l'espace rigide associé à X comme un faisceau sur le gros site admissible 
limite inductive lim il™ 9 où il parcourt les ouvert quasicompacts de X. 

U.CX 

2.5.2. Fonctorialité en les schémas formels. — Soit / : 2) — ► X un morphisme de schémas 
formels 7r-adiques sans 7r-torsion quasicompacts. Les schémas formels X et 2) étant quasiséparés 
quasicompacts un tel morphisme est quasicompact. Il induit un foncteur 

&(/) ■ £CX ► &2) 

qui à l'éclatement (X' — ► X) associe le transformé strict de 2) c'est à dire (2) Xx X') adh . 
Il induit également un morphisme cartésien de catégories fibrés 

CJ£c x — ^a&s, 



&(/) 
tex »- cc<g 

qui en fait un morphisme de sites fibrés lorsqu'on munit les fibres de la topologie des ouverts 
Zariski quasi-compacts (cf. section précédente). Il induit donc par passage à la limite inductive un 
morphisme de sites 

Ad(f) : Ad<y — ► Ad x 
entre les sites admissibles de X et 2}. D'où un morphisme de topos 

(/*,/*) — (r*f 

qui est le morphisme de topos induit par passage à la limite projective entre les topos fibrés au 
dessus de £e<y et £cx- 

2.5.3. Fonctorialité en les espaces rigides. — 

Proposition 2.18. — Soit f : X' — ► X un éclatement formel admissible. Alors Ad{f) : 
Adx' — ► Adx, resp. (/*,/*) : (X'" s ) — ► (X" 9 ) , est une équivalence de sites, resp. de topos. 

Démonstration. Tout a été fait pour puisque la sous-catégorie pleine £cx> C Scx est co-finale. □ 

Corollaire 2.19. — Le site admissible et le topos admissible sont "fonctoriels" dans la catégorie 
des espaces rigides quasicompacts : pour X un espace rigide quasicompact on peut définit \X\ son 
topos admissible, son site des ouverts admissibles quasicompacts Adx et un morphisme d'espaces 
rigides induit un morphismes de topos et de sites. 

2.6. Commutation des topos admissible à la limite projective. — Soit (/, <) un ensemble 
ordonné cofiltrant et (Xi)i^i un système projectif de schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion 
quasicompacts tel que les morphismes de transition Vi > j tfij : Xi — ► Xj soient affines. Soit 

tel 

(cf. section 1.7). 
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2.6.1. Rigidité des éclatements. — 

Lemme 2.20. — Soit X un schéma formel TT-adique sans tt -torsion, 2) un X-schéma formel 7T- 
adique sans n -torsion et X' — ► X l'éclatement formel admissible d'un idéal X tel que ir N Ox C X. 
Alors l'application de réduction modulo ir N+1 

Hom x (ïï), X') Hom mOK /*»+i(Z) ® K /ir N+1 ,3t ® 0*: /tt jv+1 ) 
esi une bijection. 

Démonstration. C'est une conséquence du lemme 1.27 puisque si / : 2) — ► X alors Hom.£(2J, X') 
est non-vide ssi l'idéal 0<g .f~ 1 I/ir N+1 Oq) est localement principal, et si c'est le cas Honi3e(2J, X') 
est constitué d'un seul élément. □ 

2.6.2. Décomplétion des éclatements et des morphismes entre eux. — 

Proposition 2.21. - 1. Soit X'^ — > ï M un éclatement formel admissible. Il existe alors 
io E I et un éclatement formel admissible X' ia — ► Xi a tel que 



X' x = lim {X' tQ x XtQ X, 

i>i 



\ adh 



où (X'j Q X-Xig Xi) adh désigne le transformé strict de Xi ► Xj . 

2. Soit 



un morphisme entre éclatements. Il existe alors io G I et un morphisme entre éclatements 



V/ 

■*■»(> 



Xi 

/ 

ieZ gwe X' io — ► Xj , resp. X" — > X, , induise l'éclatement X^ — ► X^, resp. X'4 — > ï x , 
au sens du point précédent et fi induise /oo- 

Démonstration. Démontrons le premier point. Soit X^o C Xao l'idéal admissible définissant 
l'éclatement X' x — > ï œ . Soit N G N tel que tt n Ox^ C Xoo- Étant donné que l'idéal I, x /-k n Ox oc 
est de type fini, ï œ quasicompact, ï m ® Ok/k n Ok = lim X, ® Ok/^ n Ok, il existe io £ I et 

iei 

un idéal Xi admissible de Ox ig tel que n O% io C Xj et 

C^^e Xj Q = X)C 

Le premier point résulte alors de la proposition 1.35. 

Démontrons le second point. On peut appliquer la proposition 2.20, ou reprendre sont argument 
ce que nous faisons. Soient X^, resp. J^, les idéaux admissibles définissant X^ — ► ï M , resp. 
X^j — ► Xoo. Supposons que k n Ox oo C Xoo et k n Ox 00 C Joc- Soient i\ S 7, X^ C Ojç^, resp. 
Jîi C Ox H , tels que X^ = Ox x -Xi 1 , resp. Joe = Ox^-Jix, comme dans le point précédent. 
Pour i>i\ soit X- — ► X^, resp. X" — ► Xi, l'éclatement de l'idéal Ox i -Xi 1 , resp. Qxi-Jii- Il existe 
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un morphisme fi 

X' 



X" 



ssi Ox'.-Ji = Ox'.-Jix est localement libre de rang un (et si un tel morphisme existe il 
est unique et induit nécessairement foa). Mais d'après le lemme 1.27 cela est équivalent 
à ce que Ox'.Ji 1 /ir N+1 Ox>. soit localement principal. Or l'existence de f^ implique que 
lim Ox' ■ Ji 1 /^' N+1 Ox'. est localement principal. L'idéal Ji 1 / ' Ti N+1 Ox il étant de type fini et 

X'œ quasicompact on en déduit l'existence de Ïq > i\ tel que Ox 1 . ■<Jii/'K N+1 Ox'. soit princi- 
pal. □ 

Corollaire 2.22. — Soit V la catégorie fibrée au dessus de I de fibre en i G / £cXi et telle que 
pour i > j le joncteur "changement de base" £cxj — ► £cXi soit l'application "transformée strict". 
Alors le fondeur naturel 

lim V — ► £cx œ 
i 

défini par la proposition 1.35 induit une équivalence de catégories. 

2.6.3. La limite inductive des ouverts admissibles quasicompacts sont les ouverts admissibles qua- 
sicompacts de la limite projective. — Reprenons les notations de la section précédente. 

Lorsque i varie dans / les catégories des ouverts admissibles Adxi forment une catégorie fibrée 
sur /. 

On s'intéresse à la catégorie 

lim Adxi = lim lim |X \q C 

iei tel (x'->x)e£c Xi 

Pour cela introduisons la catégorie C sont les objets sont les couples (i,X^ — ► Xi) où i g J et 
(X' — > Xi) G £cxi et les morphismes sont les diagramme commutatifs pour i — > j 



Xi s- Xj 

ou de façon équivalente un X^-morphisme de X£ vers (Xi x x, X'j) adh . Il résulte de cette dernière 
description que cette catégorie est rigide et on vérifie aisément qu'elle est cofiltrante. Soit la 
catégorie fibrée T> au dessus de C définit par la fibre au dessus de (i, X^ — ► X,) est |Xj|q C la 
catégorie des ouverts quasicompacts de X^ et les foncteurs de "changement de base" entre fibres 
sont les foncteurs évidents. Alors 

lim Adxi = lim T> 
tel c 
Pour tout i g J il y a un foncteur évident 

Adx, — ► Ad Xoo 

qui induit un foncteur cartésien de la catégorie fibrée des Adxi lorsque i varie vers la catégorie 
fibrée I x Adx^ et donc d'après la propriété universelle des limites inductives (SGA 5 exposé 6 
proposition 6.2) un foncteur 

lim Adxi — ► Adx 
iei 

De même il y a un foncteur cartésien 

V — > C x Ad Xoo 
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d'où un foncteur 

lim V — ► Ad Xoo 
c 

compatible à l'identification précédente de lim Adxi = lim T>. 

tel c 

Proposition 2.23. — Le foncteur lim Adx t = lim T> — > Adx^, induit une équivalence de 

iei c 

catégories. 

Démonstration. La démonstration résulte facilement de la description concrète de la catégorie 
limite inductive, de la proposition 2.22 et du lemme qui suit. □ 

Lemme 2.24- — Soit (Zi)i^i un système projectif de schémas quasicompacts quasiséparés dont 
les morphismes de transition sont affines et = lim Zj. On a alors une équivalence de 

iE-T 

catégories lim \Zi\ qc > |^oo|ijc- 

iei 

2.6.4- La limite inductive des sites admissibles est le site admissible de la limite projective. - 
Lorsque i varie les Ad% i munis de leur site admissible forment un site fibré. De plus la famille de 
prétopologies sur les Adx t satisfont aux hypothèses de la section 8.3 de [13] et définissent donc 
d'après la proposition 8.3.6 de [13] une prétopologie sur lim Adx^ 

tel 

Du point de vue du site fibré T> introduit dans la section précédente, lorsque — > X) G 
Ob(C) varie la prétopologie |X^| gc satisfait aux hypothèses de la section 8.3 de [13] et définit donc 
une prétopologie sur lim T>. Via l'identification entre lim Adxi et lim T> ces deux prétopologies 
c iei c 

coïncident. 

Proposition 2.25. — L'équivalence de catégories la proposition 2.23 induit une équivalence en- 
tre la limite inductive des sites admissibles Adx t et le site admissible Adx^ ■ Plus précisément 
les prétopologies définies précédemment sur ces deux catégories coïncident via cette équivalence de 
catégories. 

Démonstration. Il suffit d'utiliser la description concrète des recouvrements pour la prétopologie 
donnée par le lemme 2.8 couplé au lemme qui suit. □ 

Lemme 2.26. — Soit (Zi)i<=i un système projectif de schémas quasicompacts quasiséparés dont 
les morphismes de transition sont affines et = lim Zi. Via l'équivalence de catégories du 

ÎGI 

lemme 2.24 ^ a prétopologie sur lim \Zi\ qc limite inductive des prétopologies telle que définie dans 
la section 8.3 de l'exposé 6 de SGA 4 coïncide avec celle sur |^oo|gc- 

Démonstration. Il suffit concrètement de montrer que si io £ I, (U a ) a est une famille finie 
d'ouverts quasicompacts de Zi et V un ouvert quasicompact de Zi tels que si p : Z œ — > X{ on 
ait 

p- 1 (v) = \J P -\u a ) 

a. 

il existe alors i > i$ tel que si (pu : Zi — > Zi Q on ait 

Où 

Cela ne pose aucun problème. □ 
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2.6.5. La limite projective des topos admissibles est le topos admissible de la limite projective. - 

Proposition 2.27. — Il y a une équivalence de topos 

Ivm (ïH^rà"" 
iei 

Démonstration. C'est une conséquence de la proposition 2.25. □ 

3. Le point de vue spectral sur la topologie admissible 

3.1. Rappels sur les espaces spectraux. — On renvoie à [14] pour plus de détails. 

Définition 3.1 ([14]). — Un espace topologiquc X est dit spectral s'il est quasicompact sobre 
et possède une base de sa topologie stable par intersections finies formée d'ouverts quasicompacts. 

Une définition équivalente est sobre, possède une base d'ouverts quasicompacts et une intersec- 
tion finie d'ouverts quasicompacts est quasicompacte. 

Exemple 3.2. — Soit X un schéma quasicompact quasiséparé. Alors \X\ est spectral. 

On renvoie à [14] pour les propriétés de base des espaces spectraux. On retiendra partic- 
ulièrement les quelques faits suivants pour X spectral : 

- Par définition un ensemble constructible dans X est un élément de l'algèbre de Boole en- 
gendrée par les ouverts quasicompacts (par exemple un fermé constructible est un fermé dont 
le complémentaire est quasicompact). 

- Soit X cons l'ensemble X muni de la topologie engendrée par les ouverts constructibles. Ses ou- 
verts sont les ensembles ind-constructibles et ses fermés sont les ensembles pro-constructibles. 
Alors X cons est compact ! 

- Par exemple si / : X — ► Y est une application continue quasicompacte entre espaces spec- 
traux alors / : X cons — > Y cons est continu et donc l'image d'un ensemble pro-constructible 
est proconstructible. 

- Si Z est proconstructible alors Z = U z gz{^}, les spécialisations d'éléments de Z, en particulier 
Z est fermé ssi il est stable par spécialisation. 

3.2. Prétopologie quasicompacte sur les espaces spectraux et passage à la limite pro- 
jective. — Soit X un espace topologique spectral. L'intersection d'un nombre fini d'ouverts 
quasicompacts de X est quasicompacte. On note alors X qc la catégorie des ouverts quasicompacts 
de X et on la munie d'une prétopologie en posant 

VU G X qc Cov(U) = {familles finies (V a ) a d'ouverts qc. tq. U = li a V a } 

On note encore X qc pour le site associé. 
Le foncteur pleinement fidèle 

X qc ► X 

induit d'après le théorème 4.1 de l'exposé III de SGA4 une équivalence de topos 

(x qc f xr 

Proposition 3.3. — Soit (J, <) un ensemble ordonnée cofiltrant et (Xi)i^j un système projectif 
d'espaces spectraux dont les morphismes de transition sont quasicompacts. Alors X^ = lim Xi 

iei 

est un espace spectral. De plus il y a une équivalence de sites 

lim (Xi) qc (Xoo) qc 

(plus précisément les prétopologies des ouverts quasicompacts se correspondent au sens de la section 
8.3 de l'exposé 6 de SGA 4) et de topos 

— > lim X i 
tel 
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Démonstration. Le fait que X^ soit spectral est démontré dans [14]. 

Le résultat sur les prétopologies se montre de la façon suivante. Soit pour tout i G I pi : 
— > Xi et Vi > j tfij : Xi — > Xj. Par définition une base d'ouvert quasicompacts de X^ est 
formée des intersections finies d'ensembles de la forme p~ l (Ui) où Ui est un ouvert quasicompact 
de Xoo. L'ensemble ordonné (J, <) étant cofiltrant une base stable par intersection et union finie 
est donc formée des p~ (Ui) avec Ui quasicompact dans Xi De cela on déduit que tout ouvert 
quasicompact de I M provient par image réciproque d'un ouvert quasicompact en niveau fini. 
Donc le foncteur 

lim (Xi) qc — > (Xoo) gc 
iei 

est essentiellement surjectif. 

Montrons la pleine fidélité. Si U, V C Xi sont deux ouverts quasicompacts il s'agit de voir que 

pr\U) c pj\V) ^3j>i vJi{U) C <pji(V) 
Si P r\U) d P r l {V) alors 

f|^(^(t;))cy 

Notons Vj > i Kj = tpji^ipj^ (U)). D'après les rappels faits sur les espaces spectraux les Kj sont 
compacts pour la topologie constructible sur Xi et V étant quasicompact il est ouvert pour la 
topologic constructible. Donc P\j>iKj C V et le fait que (J, <) soit cofiltrant implique qu'il existe 
j > i tel que Kj C V. Cela implique <pj. (U) C (f^ (V). D'où la pleine fidélité. 

Le fait que les prétopologies limite inductive et celle de (X oc ) çc coïncident s'en déduit aisément. 

Pour l'équivalence de sites on utilise une fois de plus les résultats de la section 8.3 de [13] 
couplés à quelques manipulations élémentaires de topologies. L'équivalence de topos s'en déduit 
alors toujours d'après les résultats de l'exposé 6 de SGA 4. □ 

3.3. Application au topos admissible. — 

Définition 3.4- — Soit X un schémas formel 7r-adique sans 7r-torsion. On note 

\X" 9 \ = lim |X'| 

comme espace topologique. 

Le corollaire suivant résulte de la proposition précédente. 

Corollaire 3.5. — L'espace topologique \X r " l9 \ est spectral. Il y a une équivalence de topos 

(X" s ) ~ \X" 9 \ 

entre le topos admissible et la catégorie des faisceaux sur l'espace spectral \X rig \. 

Ainsi pour un espace rigide X" 9 l'espace topologiquc |X™ 9 | est l'espace des points du topos 
admissible associé. L'espace topologique |X™ 9 | et le topos (X™ 9 ) se déterminent mutuellement 
et la catégorie des ouverts admissibles quasicompacts de X 1 " 19 est équivalente à celle des ouverts 
quasicompacts de |X™ 9 |. 

Définition 3.6. — On note sp : \X" 9 \ — > |X| l'application continue naturel que l'on appellera 
application de spécialisation. D'après le lemme 1.31 elle est surjective. 

3.4. Description de l'espace |X™ 9 | comme espace de Zariski-Riemann : le point de vue 
de Huber et Fujiwara. — 
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3. 4-1- Rappels sur les anneaux I -valuatifs d'après Fujiwara. — Soit A un anneau et / un idéal de 
A. Dans la section 3.1 de [12] Fujiwara dit que A est 7-valuatif si 

- I = (t) est principal où t est régulier 

- Tout idéal de type fini dans A contenu une puissance de I est principal (donc inversible) 
Le résultat principal de la section 3.1 de [12] peut alors s'énoncer ainsi. 

Proposition 3.7 ([12], section 3). — Soit A local I-valuatif avec I C RadA, I — (t). Alors 

- ^3 = Hn>o es t un idéal premier 

- A[\] est un anneau local d'idéal maximal ^3[t] 

- est un anneau de valuation de corps des factions A/^3[t], le corps résiduel de l'anneau 
local A[\] 

3.4-2. Application au fibres du faisceau structural d'un espace rigide. — Soit X un schéma formel 
7r-adique sans 7r-torsion. On note 0^ rig C les faisceaux sur X" 9 définis dans l'exemple 

2.14. 

Corollaire 3.8. — Soit x G |X" 9 | alors le séparé n-adique de 0~^ rig x , V = 0~^ rig J n„>o 
0+ rig x , est un anneau de valuation sans 7r -torsion, O^rig x est un anneau local d'idéal maximal 
(n„> O 7r"0+„ g x )[i] et de corps résiduel V[\\- 

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothèses de la proposition précédente. Le point x G 
\X" 9 \ correspond à une collection de points (xx'->x)(x'~>x)e£c x > x X'^x G X' telle que si h : X" — > 
X' est un morphisme entre éclatements alors h(xx"—>x) = xx'^x- Alors 

(X'^X)££c x 

Il est clair que ît est régulier dans 0~^ rig . Si J est un idéal de type fini de 0~^ rig contenant une 
puissance de n il provient par image réciproque d'un idéal admissible J' de Ou où (U C X' — > X) 
est un ouvert admissible quasicompact. L'éclatement formel admissible de l'idéal J' de U s'étend 
en un éclatement formel admissible de X' et donc de X. On en déduit donc que J est principal. □ 

Définition 3.9. — Soit x G |X™ 9 |. On note k(x) le corps résiduel de 0%T% g x , un corps valué, 
k(x)° = 0^ rig J n„>o TT n O J ^ rig son anneau de valuation et k(x) le corps résiduel de k(x)°. 

3-4-3. Anneaux de valuation rigides. — On présente ici les anneaux de valuation qui vont nous 
intéresser. 

Soit V un anneau de valuation 7r-adique sans 7r-torsion. En particulier on suppose que la topolo- 
gie de la valuation est définie par la topologie 7r-adique. Cela signifie que si v : V — ► T U {+00} 

est la valuation sur V alors v(tt) 7^ 00 et u(vr n ) — > 00. Le corps des fractions d'un tel anneau 

n — >+oo 

de valuation est V[^]. On remarquera qu'un morphisme entre deux tels anneaux de valuation est 
injectif. 

Définition 3.10. — On appellera de tels anneaux de valuation des anneaux de valuation rigides. 

On supposera toujours que les valeurs de v engendrent F. Pour un tel anneau de valuation (V, v) 
on a une bijection entre 

- Les idéaux premiers de V non-nuls 

- Les idéaux premiers de V/ttV 

- Les sous-groupes convexes de T 

- Les anneaux de valuation de V[— ] contenant V 

A un idéal premier ^ C V on associe le sous-groupe convexe H = v(V \ 5)3) U — v(V \ ^3) = v(V^ ) 
et l'anneau de valuation Vtp. Le sous-groupe H étant convexe T/H est strictement ordonné et c'est 
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le groupe des valeurs de la valuation de V!p. On a le diagramme 

v — ^ru{oo} 



% -ï-»- Y/H U {00} 

V[^} — > T/iîU{oo} est une générisation de la valuation v. Deux telles valuations 
définissent la même topologie sur V[^}. 

Les sous-groupes convexes de T sont strictement ordonnes, comme le sont les idéaux premiers 
de V et il existe un plus petit idéal premier *P non-nul dans V, i.e. *P est de hauteur 1. L'anneau 
de valuation associé Vïp est alors de hauteur 1 c'est à dire que sa valuation est définie par une 
valuation à valeurs dans R muni de l'ordre usuel qui est une générisation maximale de la valuation 
v. Ainsi la topologie de V[^} est définie par une valuation à valeurs dans R. 

Dans l'autre sens, étant donné (V,v) comme précédemment les anneaux de valuation de V[^} 
contenus dans V correspondent aux anneaux de valuation du corps résiduel de V, V/my- A V C V 
on associe l'image de V dans V/my. Ainsi avec les notations précédentes, le corps résiduel de Kp 
est Frac(V/^3) et V/tyV C Frac(V/<P) correspond au sous-anneau de valuation V de Vçp. 

3.4-4- Points rigides. — Soit V un anneau de valuation rigide. Tout idéal de type fini dans V 
est principal, donc d'après la propriété universelle des éclatements tout point x : Spf(V) — ► X 
s'étend de manière unique en un système compatible de points 

X' 

Spf(V) ->■ X 

pour (X' — > X) € £cx- L'image du point fermé de Spf(V) définit dont un élément de |X" 9 |. 
Réciproquement étant donné x € X" 9 d'après la section précédent fournit un morphisme 

Spf(/s(x) ) — ► X qui redonne le point x grâce à la construction précédente. 
On obtient ainsi la description 

Proposition 3.11. — Il y a une bijection entre |X" S | et les classes de points Spf(V) — ► X où 
V est un anneau de valuation rigide et deux points SpflVi) — > X, Spf{y%) — > X sont équivalents 
si il existe un diagramme 

S P f(V 3 )^-X 

S P f(V 2 ) 

où les morphismes entres spectres formels d 'anneaux de valuation envoient le point fermé sur le 
point fermé (i.e. il s'agit de la relation de domination des anneaux de valuation). 

En particulier 

Corollaire 3.12. — Soit X = Spf(A). Alors |X" 9 | est l'ensemble des classes de valuations v : 
A — ► F U {00} telles que 

- v(A) engendre le groupe des valeurs de la valuation 

- v(tt) ^ 00 

- v{"n n ) — > 00 i.e. V7 G F 3n G N nv(n) > 7 

n — >+oo 

et deux valuations (vi,T±) et («2^2) sont équivalentes si il existe un isomorphisme de groupes 
ordonnés a : Fi T 2 tel que a o v\ = v 2 . 

Définition 3.13. — Pour A comme précédemment on notera Spa(A) l'ensemble de valuations 
précédentes. On munit Spa(^4) de la topologie induite par la topologie |Spf(A) rî9 |. 
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Avec les notations de Hubcr, lorsque A est topologiqucment de type fini, c'est ce que Hubcr 
note Spa(A > , A+) où A > = A[±] et A+ est la fermeture intégrale de A dans A[±]. 
Enfin notons le lemme suivant qui donne une définition plus pratique de \X" 9 \. 

Lemme 3.14- — Il y a une bijection entre \X" 9 \ est les classes d'équivalences de points 
Spf(V) — ► X où V est un anneau de valuation rigide et deux points Spf(V\) — ► X, Spf(V2) — > X 
sont équivalents ssi il existe un diagramme 

Spf(V) 

S P f(V 2 ) 

où V est un anneau de valuation rigide tel que les morphismes Spf(V') ► Spf{V\), Spf(V) — > 

Spf{V) — > Sp{(V2) envoient le point fermé sur le point fermé. 

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, avec les notations 
de la proposition 3.11 il suffit de voir qu'il existe un élément de |(Spf(Vi) x Spf (y 3 ) Spf(V2))" s | 
s'envoyant sur les points fermés dans |Spec(Ui/7rVi)| x |spcc(v 3 /7rV 3 )| |Spec(V2)|- Mais cela résulte 
de la surjectivité de |Spec(Vi/7rVi) x Spcc( y 2/ir y 2) Spec(V r 3 /7rV r 3 )| — > |Spec(Vi/7rFi)| x\s P cc(v 3 /7tV 3 )\ 
|Spec(V2)| et de la surjectivité du morphisme de spécialisation (lemme 3.6) sp : |(Spf(Vi) Xg p f(v 3 ) 

s P f(y 2 ))»»| — |s P f(yi) x Sp{{Va) SpTO|. □ 

3.4-5. Topologie de l'espace de Zariski-Riemann. — 

Définition 3.15. — Soit A un anneau 7r-adique sans 7r-torsion. Soit g, fi, . . . , /„ £ A une famille 
finie telle que l'idéal engendré dans A contienne une puissance de tt. Soit X = Spa(A). On note 

X ( L ■''■■) = {ve Spa(A) | Vz v(fi) > v(g)} 



fi 



g 

Ainsi si l'idéal (/1 /„) de .4 contient une puissance de n on a un recouvrement 

Jl ) • • • ) fi ) • • • ) /« \ 

opa|/i) 1 

Ki<n \ 



Spa(A) = |J Spa(^) 



Proposition 3.16. — Soit X = Spa(A). Alors lorsque (/o, /1, . . . , f n ) varie parmi les familles 
finies engendrant un idéal contenant une puissance de tt les ensembles X ^ ^'/p'^" ^ forment une 
base d'ouverts quasicompacts stable par intersections finies de le topologie de Spa(A). 

Démonstration. Soit X = Spf(A). Une base d'ouverts quasicompacts de \X rz9 \ est donnée par 
les \U" 9 \ C \X" 9 \ où (U C X' — ► X) est un ouvert admissible de X. 

Soit / un idéal de type fini dans A contenant une puissance de n. Soit X = Spec(A) et X' = 
Proj(©fe>o/ fc ) — > X l'éclatement de l'idéal / dans X. L'éclatement formel admissible associé est 
X' = (X 1 ) , le complété 7r-adiquc de X'. Une base d'ouverts quasicompacts de X' est donnée par 

Vn > V/ £ I n {x 6 X' | / engendre l'idéal inversible O x > ■I n en x } 

lorsque n et f varient. Les ouverts de X' sont les traces d'ouverts de X' sur la fibre spéciale 
X' <E> Ok/kOk = X! ® Ok/kOk- Pour V un anneau de valuation rigide il y a une bijection entre 
les points de X" 9 , Spf(U) — > X', et les morphismes Spec(U) — > X' . Si U C X' est un ouvert et 
U C X' est l'ouvert associé de la fibre spéciale un morphisme Spf(U) — > X' se factorise par U ssi 
le morphisme associé Spec(U) — ► X' se factorise par U . 

Maintenant si n > 0, J™ = (/x, . . . , /„) et g g I n alors un morphisme a : A — > V et donc 
Spec(U) — ► X' — ► X = Spec(A) se factorise par l'ouvert où g engendre Ox'-I n ssi (a(g)) 
engendre (a(/i), ■ ■ ■ , a(/„)) dans V c'est à dire ssi Vi v(a(fi)) > v(a(g)). □ 
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Lorsque A est topologiqucment de type fini sur Spî(Ox) on retrouve donc bien la topologie de 
l'espace valuatif au sens de Huber ([18] et [16]). 

Voici le lemme qui permet de recoller la description précédente dans le cas affine. 

Lemme 3.17. — Soit X un schéma formel n-adique sans -n -torsion quasicompact et X = [J^jUi 
un recouvrement fini de X par des ouverts quais compacts. Alors l'espace topologique \X" 9 \ est 
obtenu par recollement des \U™ 9 \, i € I, le long des ouverts \(Ui (~]Uj)" 9 \, i,j G /. 

Démonstration. C'est une conséquence du lemme 1.30. □ 

3.5. Ouverts surconvergents et espace analytique de Berkovich. — 

3.5.1. Générisations dans l'espace de Zariski-Riemann. — On vérifie avec les notations de la 
section 3.2 que si Xoo = lim Xi est une limite projective d'espaces spectraux à morphismes de 

transition quasicompacts alors 

Va: = (xi) ie i,y = {vi)iei G X^ x y y <==> Vi x t y y t 

Soit X un schéma formel 7r-adiquc sans 7r-torsion et (xx')x'-^Xi (yx')x'~*x € |X" ff |. Alors x y 
y V(X' — > X) G £cx xx> y yx' dans |X'| (et il suffit de le vérifier dans un ensemble cofinal 
d'éclatements puisque les morphismes de transition entre ceux-ci sont propres). 

Lemme 3.18. — Soit SpfiV) — > X un point rigide. Les générisations de [x] G |X" S | sont les 

points [ccqj] où x<p : SpfiVp) ► SpfiV) — > X (complétion ir-adique de Vp) avec un idéal 

premier non-nul dans V . 

Démonstration. Si y y [x] où y G |X™ 9 | alors d'après les considérations précédentes Vfc > 
1 0~^ rig yli^) est obtenu comme une localisation de 0~^ rig ^/{^ k ) puisque c'est le cas en niveau 
fini pour chaque éclatement de X. □ 

Corollaire 3.19. — Si x G |X" S | l'ensemble des générisations de x est totalement ordonné et 
possède un unique élément maximal associé à une valuation de rang 1. Si X = SpfiA) et x corre- 
spond à la valuation v : A — > T U {+00} alors l'ensemble des générisations de x est en bijection 
avec l'ensemble totalement ordonné des sous-groupes convexes propres deT . A H C T convexe est 
associé v/H : A T U {+00} — > T/HU {+00}. 

Dans le langage de Huber "toutes les générisations dans Spa(A) sont des générisations sec- 
ondaires" ([18] et [16]). 

3.5.2. L'espace analytique de Berkovich associé. — 

Définition 3.20. — Soit X 7r-adique sans 7r-torsion quasicompact. On note |X a ™| le plus grand 
quotient séparé de |X™ 9 | que l'on muni de la topologie quotient. 

L'ensemble |X an | s'identifie à l'ensemble des générisations maximales de |X™ 9 |. Ses ouverts 
correspondent aux ouverts de |X" 9 | stables par spécisalisation (les ouverts surconvergents). Les 
points de |X an | sont donc donnés par les points rigides Spf(Oi) — ► X où L\K est une extension 
valuée complète pour une valuation v : L — > M U {+00}. 

Comme dans les lemmes 8.1.5 et 8.1.8. de [17] on peut vérifier que l'ensemble des ouverts 
surconvergents de |X™ 9 | sont les intérieurs des ensembles fermés constructibles de |X™ 9 |. De plus 
lorsque X = Spf(.A) la topologie sur |X a ™| est celle engendrée par les ouverts du type 

{xe \X an \ | |/(a0| < \g(x)\}oùf,geA 

Donc, |X a ™| s'identifie à l'espace topologie de Berkovich A1(A[-]) associé à l'algèbre de Banach 
A[±] (cf. [3]). 
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4. Étude des morphismes finis localement libres rig-étales entre schémas formels 

4.1. Morphismes finis localement libres. — Soit / : X — > 2J un morphisme entre schémas 
formels 7r-adiqucs sans 7r-torsion. 

Définition 4-1- — Le morphisme / est fini localement libre si le morphisme induit entre schémas 
X®O k /itO k — >ïï) <g> Ok/ttOk l'est. 

Lemme 4 — Sont équivalents 

- / est fini localement libre 

- f est fini topologiquement de présentation finie et topologiquement plat 

- Pour tout entier k > 1 le morphisme induit X <8> Ok/^Ok — ► 2) (g) Ok /^Ok est fini 
localement libre 

Démonstration. Appliquer le lemme 1.15. □ 

Lemme 4-3- — Soit A un anneau TT-adique sans n-torsion, M un A-module de type fini ir- 
adiquement séparé (i.e. M est n-adique et M/irM est de type fini) tel que Vfc M/n k M soit un 
A/ir k A-module projectif. Alors M est un A-module projectif. En particulier M est de présentation 
finie. 

Démonstration. Soit u : A n -» M une surjection. On cherche une section e : AI — > A n telle 
que u o e = Id. Pour tout entier k > 1 notons X k l'ensemble des section de Uk = u mod ir k , 
u k : (A/ir k A) n -» M / Ti k M 7 

X k = {e k e Rom A/rrkA (M/TT k M, (A/w k A) n ) \ u k o e k = Id} 

Par hypothèse Vk X k ^ 0. De plus X k est un Hom A / 7r k A (M/ir k M, ker Ufc)-torseur. 
Etant donné que dans la suite exacte 

— » kerufc+i — > {A/it k+1 A) n M/-K k+1 M — ► 

les modules sont projectifs on obtient par application de — ® A /-n k + 1 A A/ir k A l'égalité keru^ = 
ker Mfc + i/7r fc keritfc+i. De cela on déduit que V/c > 1 l'application 

Hom j4/7rfc +i j4 (M/7r A;+1 M,keru fe+ i) — > Rom A/ ^ kA (M/n k M, ker u k ) 

est surjective. En effet, si u G ïlom A ^k A (M/TT k M, ker u k ) l'existence de v' dans le diagramme qui 
suit 

M k' M " -ker/zt . ; 

! : : : 

M/n k M v > kerttfc 

résulte de la projectivité de M/tt +1 M comme A/ir k+1 A-module. 

Donc lim X k ^ 0. □ 

k 

On montre également aisément le lemme qui suit. 

Lemme 4-4- — Le lemme précédent reste valable en remplaçant module projectif par module 
libre. 

Corollaire 4-5. — Les assertions suivantes sont équivalentes pour f : X — ► 2J comme 
précédemment. 

- Le morphisme f est fini localement libre 

- f est affine et pour tout ouvert Spf(A) C 2) si f~ l (Spf{Âj) = Spf(B) alors B est un A-module 
projectif de type fini 

- f est affine et il existe un recouvrement affine de 2), iii = Spf(Ai) tel que si f (pU) ~ 
Spf{E>i) alors Bi est un Ai-module libre 
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Corollaire — Soit f : X — > 2J un morphisme fini localement libre entre schémas formels 
ir-adiques sans n -torsion et un morphisme 2J' — ► 2J où 2J' est également ix-adiques sans ~n -torsion. 
Alors le changement de base ï 2]' est sans n -torsion et est fini localement libre au dessus de 
2)'. Par exemple si 2}' — ► 2} est un éclatement formel admissible le transformé strict de X — > 2} 
est X x<g ïïj'. 

Démonstration. Il suffit de remarquer que si A est 7r-adique sans 7r-torsion et B une A-algèbre 
projective de type fini alors pour tout changement de base A — ► A 1 avec A 1 7r-adique sans tt- 
torsion 

B® A A' = B® A À 

En effet, B étant un A-module de type fini B (&a A' est 7r-adiquement complet, et étant projectif 
il est séparé (il se plonge dans un (A') r qui est séparé). □ 

4.2. Morphismes finis localement libres rig-étales. — 

4-2.1. Algèbres finies de présentation finie rigidifiées : rappels. — On rappelle ici une notion 
introduite dans le chapitre III. 2 de [9] auquel on renvoie pour plus de détails. 

Soit A un anneau et M un A-module de présentation finie muni d'une présentation 

A p A q — > M — > 

où L est une matrice q x p. Soit le foncteur sur la catégorie des A-algèbrcs qui à la A-algèbre B 
associe l'ensemble des structures de B-algcbres rigidifiées sur M®aB relativement à la présentation 
L au sens de [9] (section III. 2). Rappelons que toute structure d'algèbre de sur M ®a B possède 
une telle rigidification. Ce foncteur est représentable par un A-schémas affine de présentation finie 
W — ► Spec(A). Soit V C W l'ouvert où l'algèbre universelle est étale au dessus de W . On vérifie 
également comme dans [9] que V est lisse au dessus de Spec(A). 

4-2.2. Définition et propriété des morphismes finis localement libres rig-étales. - 

Lemme 4-7. — Soit A un anneaux n-adique sans n-torsion et X — ► Spec(A) un A-schéma 
affine. Soit U C X un ouvert et e une section 



X 




Spec{A) 

Supposons qu'il existe un recouvrement formel Spf(A) = [J ieI Spf(A < j- >) tel que Vi la section 
e sur Spec(A < j- >) se factorise par U en dehors de V(ir) 

[7 e ^X 

IV 

Spec(A <j-> [i])C » Spec(A < j- >) > Spec(A[j-})( Spec{A) 

Alors e se factorise à travers U en dehors de V(jr). 

Démonstration. Soit X = Spcc(D), I C D un idéal tel que U = V(I) C et J C D l'idéal 
définissant la section e, J = ker(e* : D -» A). 

L'assertion e se factorise par U hors de V(ir) est équivalente à 

3k e N n k el + J 

L'anneau étant 7r-adiquc elle est encore équivalente à ce que 

3k G N ir k E I + J + ir k+1 D/ir k+1 D C D/n k+1 D 

Soit Vfc G N A fc l'idéal I + J + n k+1 D/Tr k+1 D et Â fc le faisceau d'idéaux sur Spcc(D/7r fe+1 D). 
Par hypothèse 

Vi e I 3k e N {n k ) C à> k \D{u) où D(f % ) C Spcc(L»/7r fc+1 L») 
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Donc, 3k Vi (7r fc ) C Aur)tf.) ce qui implique puisque Spec(-D/7r fc+1 £>) = [j i D(fi) que (n k ) C 
A fc . □ 

Proposition — Soit f : X — > 2J un morphisme fini localement libre entre schémas formels 
n-adiques sans n-torsion. Sont équivalents 

- Il existe un recouvrement affine y = IJj^i ^ Q ue s * Mi = Spf(Af), f~ x (fAi) = Spf(Bi), alors 
Bi[^] est une Ai[^]-algèbre étale. 

Pour tout ouvert affine U CÏÏ),U = Spf(A), si f~ x (U) = Spf(B) alors est une A[±]- 

algèbre étale. 

Démonstration. Si A est un anneau 7r-adique et B une A-algèbre finie projective alors B est une 
A-algèbre 7r-adique. En effet, étant donné que B est un A-module de type fini B est 7r-adiquement 
complète, et étant donné que B est projective 3n B C A n et est donc séparée puisque A n l'est. 
Donc pour une telle A-algèbre B et pour f € A B®aA < 4 > vérifiant les hypothèses précédentes 

en remplaçant A par A < j > et B par B <S)a A < j > on obtient 

B® a A<j>=B<j> 

et est une A < 4 >-algèbre finie projective. 

Venons en maintenant à la démonstration. Soit A une algèbre 7r-adique sans 7r-torsion et B une 
A-algèbre finie projective étale en dehors de V(ir). Alors d'après ce qui précède V/ G A B < y > 
est une A < j >-algèbre étale en dehors de V(tt). 

Il s'agit maintenant de voir que si A est 7r-adique sans 7r-torsion et que B est une A-algèbre 
finie projective telle qu'il existe un recouvrement formel spf(A) = [J i Spf(A < j- >) tel que 

\/i B < j- > soit une A < j- >-algèbre étale en dehors de V(ir) alors B est étale hors de V(n). 
Mais, après avoir choisi une présentation finie de B comme A- module puis une rigidification de la 
structure de A-algèbre sur B relativement à cette présentation, cela résulte du lemme précédent 
appliqué au schéma X = W de la section 4.2.1 et son ouvert V. □ 

Définition 4-9. — Un morphisme satisfaisant aux conditions de la proposition précédente sera 
dit fini localement libre rig-étale. 

Lemme 4. 10. — Soit f : X > 2} un morphisme fini localement libre rig-étale de schémas 

formels n-adiques sans ir-torsion et 2}' — > 2) un morphisme où 2)' est ix-adique sans ir -torsion. 
Alors X Xj) 2J' — > 2J' sst fini localement libre rig-étale. 

En particulier le transformé strict d'un morphisme fini localement libre rig-étale en est un. 

Démonstration. Cela résulte de ce que si A est 7r-adique sans 7r-torsion, B une A-algèbre finie 
projective étale en dehors de V(tt), C une A-algèbre 7r-adique sans 7r-torsion alors, comme expliqué 
dans la démonstration précédente, B étant projective finie sur A 

B ®a C = B® A C 

□ 

Lemme 4.11. — Le composé de deux morphismes finis localement libres rig- étales en est encore 
un. 

4.3. Rigidité. — 

Proposition 4- 12 (Fujiwara). — Soit X un schéma formel -n-adique sans n-torsion quasicom- 
pact et 2J un X-schéma formel n-adique sans n-torsion fini localement libre rig-étale. Il existe alors 
un entier N(ïï)) tel que pour tout X-schéma formel n-adique sans n-torsion 2}' et deux morphismes 

Si 

2J'^ ? 2J 
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vérifiant f\ = fi mod tt n ^ on ait fi = $2- 

De plus si 3 ► X est un morphisme de changement de base avec 3 ir-adique sans n-torsion 

alors on peut prendre N(ïï) x% 3) = N(ïï)). 

Démonstration. Lorsque tous les schémas formels sont affines c'est une conséquence de la propo- 
sition 2.1.1 de [12]. Plus précisément lorsque 2J = Spf(-B) et X = Spf(-A) on peut prendre N(ïï)) 
tel que tt n ^H, b ^ a = 0. Le où les schémas formels ne sont plus affines s'en déduit facilement. 
L'assertion sur le changement de base se déduit aussitôt de la borne explicite donnée dans le cas 
affine. □ 

Théorème J^.13. — Soient X, 2J comme dans la proposition précédente. Il existe alors un entier 
N(ïï)) tel que pour tout 2J' comme précédemment l'application de réduction 

Hom x (ïï)'M — > Hom mOKhN{v) {ïï)' ®0 K h Nm ^®0 K h Nm ) 

soit une bijection. De plus, comme précédemment, on peut choisir l'entier iV(2J) invariant pas 
changement de base. 

Démonstration. Supposons d'abord que tous nos schémas formels soient affines 

X = Spf(A), 2) = Spf(B), 2J' = Spf(B') 

La A-algèbrc B est de présentation finie. A chaque choix d'un ensemble fini de générateurs et 
relations S de cette A-algèbre i.e. un isomorphisme 

B~ A[X U ...,X N ]/J et J =(/!,...,/,) 

Elkik associe dans [9] un idéal H B / A (S) de A[A"i, . . . , Xn] tel que l'ouvert 

V(H B/A (S)) c nV(J)cSpcc(B) 

soit l'ouvert de lissité de Spec(B) — > Spec(A). De plus si ip : A — ► A' est une A-algèbre alors S 
détermine une présentation tp(S) de B ®a A' 

B® A A' ~ A'[X U . . . X N ]/(f[, . . . , f' q ) où Vi f! est l'image de /; dans A'\X] 

et on a 

A'[X 1: ..., X N ].H B/A {S) C H B9AA ,(<p(S) 
Fixons un tel système de générateurs/relations de B/A. Par hypothèse, Spec(-B) — ► Spec(A) 
étant lisse en dehors de V(tt), 

3N eN n N « eH B/A {S) + J 
D'après le lemme 1 de [9] si Ni > 2Nq + 1 et ? 

Spec(B/ir Nl B) 



Spec(A/7r Ar M) 

est une section approchée modulo n Nl de Spec(S) — > Spec(A) alors 3e une section 

Spcc(B) 



Spec(A) 

telle que e = e [ir Nl - N <>]. 
Appliquons cela à 

Spec(B) x Spoc(A) Spec(-B') 



Spec(B') 
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D'après les rappels précédents sur le fait que l'idéal Hb/a{S) ne peut que grandir par changement 
de base on en déduit que si Ni > 2No et / 

S P cc{B'/tt NiB ') ^ Spec(B/ir Nl B) 




Spec(A/TT N ^A) 
est un morphisme approché mod ir Nl alors 3/ 

Spec(B') ^ Spec(B) 




Spec(A) 

tel que / = / [tt n ^- No ]. 

Choisissons Nx tel que Nx > 2iVo et Ni—No soit strictement supérieur à l'entier de la proposition 
précédente. On obtient alors que 

Hom Spoc(A) (Spec(B'),Spec(B)) ^Hom Spcc(AA « lA) (Spec(B7 7 r JVl S'),Spec(B/7r Ari B)) 

Le cas où nos schémas formels ne sont pas affines s'en déduit car grâce à l'assertion d'injectivité 
(la proposition précédente) on voit que les morphismes construits entre ouverts affines se recollent 
automatiquement. 

L'assertion concernant le fait que l'on peut choisir l'entier N(ïï)) invariant pas changement de 
base résulte de ce que l'idéal H B /^(S) grandit par changement de base et de l'invariance par 
changement de base de l'entier de la proposition précédente. □ 

4.4. Décompletion des schémas formels finis localement libres rig-étales. — 

4-4-1- Décompletion des algèbres. — 

Lemme 4-14- — Soit (A, I) un couple hensélien et M un A-module projectif de type fini. Il existe 
alors un A-module projectif de type fini N et un isomorphisme M ~ N (£>a A. 

Démonstration. Soit n e M et Ai n /A = Spec(y4.[Xjj]i<,;.j< n ) le schéma en A-algèbres des ma- 
trices carrées de taille n. Le sous-schémas de Ai n /A classifiant les idempotents e G Mn/A, ^ — e i 
est étale. En effet, si B est un anneau, J un idéal de carré nul dans 6, £ e M n (B) un élément 
vérifiant e 2 = e + x avec x G M n (J) alors ex — xe et donc si e' = e + (1 — 2e)x on a 

e' 2 = e' et e' = e mod J 

Si e G M n (A) est un idempotent il existe donc e' G M n (A) tel que 

e' 2 = e' et e' = e mod 1 

Maintenant si B est une algèbre munie d'un idéal de carré nul J , c et c' sont deux idempotents de 
M n {B) et e' = e + x où x G M n (J) alors 

e' = (Id + x)e(Id + x) 

Donc si e, e' G M n {A) sont deux idempotents tels que e' = e mod I alors il existe u,v G GL n (A) 
tels que 

e = uev 

D'où le résultat. □ 

Remarque 4-15. — Lorsque A est noethérien le lemme précédent est bien sûr beaucoup plus 
faible que le théorème 3 de [9]. Le théorème 3 de [9] s'étend cependant aux cas où on ne fait pas 
d'hypothèse de noethérianité sur A, X — (t) avec t régulier. C'est ce cas que nous utiliserons mais 
dans notre situation nous supposerons, avec les notations du théorème 3 de [9], que le module M 
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est localement libre sur A et pas seulement en dehors de V(X). Dans ce cas là, comme on vient de 
le voir, la preuve est nettement plus simple. C'est pourquoi nous l'avons donnée. 

Proposition — Soit (J, <) un ensemble ordonné filtrant et (Ri)içi un système inductif 

d'algèbres ix-adiques sans n-torsion. Notons Roo = lim Ri et Roo le complété ix-adique de Roo- 

iei 

Soit Bac une Roo algèbre ix-adique sans -k -torsion telle que Spf(Boo) — > Spf(Roo) soit fini lo- 
calement libre rig-étale (Le. B M est un R^-module projectif de type fini et -Boo[è] une Roo[^]~ 
algèbre étale). Il existe alors i G / et une R io -algèbre n-adique sans -k -torsion B io telle que 
Spf(B io ) — > Spf(Ri ) soit fini localement libre rig-étale et un isomorphisme 

Boa — B io ®R iQ Roo = B io ®R io Roo 

Démonstration. Le couple (Roo,^Roo) est hensélien. D'après le lemme précédent il existe un 
iîoo-module projectif de type fini M et un isomorphisme de iîoo-modulcs 

Boo si M <E> R(x Roo 

Fixons un tel isomorphisme. Fixons une présentation finie L de M. Soit W le schéma affine 
au dessus de Spcc(iîoo) classifiant les structures d'algèbres rigidifiées sur M relativement à la 
présentation L (cf. section 4.2.1). Soit V C W l'ouvert où l'algèbre universelle est étale. 

La présentation L fournit grâce à l'isomorphisme précédent Boa — M ç^r^ Roc une présentation 
de Boo comme iîoo-module. Fixons une structure d'algèbre rigidifiée relativement à cette 
présentation de Boo- Cela nous fournit donc une section e de W au dessus de Roo qui par 
hypothèse se factorise par V en dehors de V(tt) 

„ V e >- w 



Spec(E 00 [i]) c SpecORoo) » Spec^) 

On peut maintenant appliquer le théorème 2 bis de [9] pour conclure l'existence pour tout entier 
n d'une section e' de W au dessus de Spec(iîoo) se factorisant par l'ouvert V en dehors de V(ir) 
telle que 




Spec^ooli])^ SpccCRoo) Spcc(Roo) 3 Sp ec(iî 00 [i]) 



Pour un entier n donné il existe donc une iîoo-algèbre B'^ telle que B' x ~ M comme iîoo-module, 
^ool^l/^ool^] est étale et un isomorphisme 

BU^B'^ ^ Boo/n n Boo 

L'algèbre B'^ est donc un iîoo-module projectif fde type fini. Donc B'^ ®r x Roo = B'^ et 
SpiÇB'ao) — ► Spf(i?oo) est fini localement libre rig-étale. D'après le théorème 4.13 pour n choisi 
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suffisamment grand (ne dépendant que de -Bec/ Roc) il existe un morphisme relevant l'identité 

Spf(â^) spf^) 




Spf(fioo) 



tel que f = Id mod 7r n via l'isomorphisme B'^/^B 1 ^ ~ B 00 / / jr n B 00 . D'après le lemme qui suit 
c'est un isomorphisme. 

Il est maintenant aisé de vérifier qu'il existe io G / et Bi une Ri -algèbre projective finie étale 
en dehors de 7r telle que B'^ ~ B io 0^ i?oo- □ 

Lemme ^.17. — Soit A un anneau ir-adique et P\ Pi deux A-module projectifs de type fini. Un 
élément f G HomA(Pi, P2) est un isomorphisme ssi f mod n : Pi/nP\ — > P2/KP2 en est un. 

Démonstration. Les modules étant projectifs de type fini ils sont 7r-adique. Il suffit donc de 
montrer que Vn / mod 7r n est un isomorphisme. D'après le lemme de Nakayama Vn / mod 7r n est 
surjectif. De plus Vn les fonctions localement constantes rang des modules projectifs Pi/ir n Pi, resp. 
P<2/-K n P2, sont égales sur Spec(A/ir n A) = Spec(A/7rA) puisque / mod ir est un isomorphisme. 
Donc / mod 7r™ est un isomorphisme. □ 

Théorème 4. 18. — Soit (/, <) un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)ig/ un système projectif de 
schémas formels ir-adiques sans ir-torsion quasicompacts sont les morphismes de transition sont 
affines. Posons ï M = lim X^. Pour tout schéma formel ir-adique sans n -torsion 3 notons le 
tel 

catégorie des ^-schémas formels (n-adiques sans ir-torsion) finis localement libres rig-étales. Le 
système I 3 i 1 — > Ti-Xt forme une catégorie fibrée via les applications de changement de base. De 
plus lorsque i varie il y a un système compatible de fondeurs "changement de base" lZ Xi — ► T^-x^ 
d'où un fondeur 

lim lZ Xi — ► T^-Xaa 
iei 

Ce fondeur induit une équivalence de catégories. 

Démonstration. Commençons par la pleine fidélité de ce foncteur. Soient io & I et 2)', 2) deux 
X^-schémas formels dans Ltx ia - Soit N = iV(2)) l'entier associé à 2J fourni par le théorème 4.13 
(qui rappelons le peut être choisi invariant par changement de base). Alors 

lim Honiï,©' x Xzq X,,2) x Xio X,) 

i>i 

= lim Kom Xi<8) o K ® O k /^ N ><x Z0 ®o K /n" %i ® O k /tt n ,ïï) ® O k /k n x Xzo(g)OK/7T N X; <g> O k /^ N ) 
iei 

= Kom Xao(sOK/ ^(ïï)' (g) O k /tt N -Xx Ht ®o K /TT N *°o ® O k /tt n ,ïï)® O k /tt n X XiQ0OK /^ ^oo ® O k /tt n ) 
= Kom Xoo (ïï)' x ïio Xoo, 2) x XiQ Xoc) 

L'avant dernière égalité résultant de ce que modulo tt n 2) et 2)' sont de présentation finie sur 
Xi (8> Ok/tt n Ok, et la dernière par une nouvelle application du théorème 4.13. 

Reste à vérifier la surjectivité essentielle de notre foncteur. La proposition 4.16 l'affirme lorsque 
les schémas formels Xi sont affines. Lorsqu'ils ne le sont pas il suffit de choisir io E I et une 
décomposition X^ = (L M a en un nombre fini d'ouverts affines. Alors si 2) — > Xoo est un élément 
de lZ Xoa d'après la proposition 4.16, étant donné qu'il n'y a qu'un nombre fini d'ouverts affines, il 

existe i\ > in et des éléments (V Q ) Q de IZu xr x et des isomorphismes 



Va V a X Xil Xoo —> 2J Xï M {U a X XiQ Xoo) 

Grâce à l'égalité entre les Hom démontrée précédemment (la pleine fidélité), quitte à augmenter 
il en «2 > ii on peut supposer que les V a sont munis d'une donnée de recollement au dessus de 
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Xi 2 relativement aux (U a DUp) x Xj 2 . Toujours grâce à l'égalité entre les Hom et quitte à encore 
augmenter l'indice ii en 13 > 12 on peut supposer que ces données de recollement satisfont à la 
condition de cocyle permettant de les recoller en un schéma formel au dessus de X,; 3 . □ 

5. Étude d'une certaine catégorie de morphismes rig-étales 

5.1. Définitions. — 

Définition 5.1. — Un morphisme / : 2) — ► X entre schémas formels 7r-adiques sera dit étale si 
le morphisme induit entre schémas 2) <%> Ok/kOk — ► X<g) Ok/ttOk l'est. 

Bien sûr comme d'habitude si X est un schéma formel 7r-adiques l'application de réduction 
modulo 7r induit une équivalence entre les X-schémas formels 7r-adiques étales et les X® Ok/ttOk- 
schémas étales. 

Définition 5.2. — Un morphisme / : 2) — ► X entre schémas formels 7r-adiques sans 7r-torsion 
quasicompacts sera dit de type {£) s'il se factorise en un composé de morphismes de schémas 
formels 7r-adiques sans 7r-torsion 

2J — > 6 — >T — > 2» — >X 

où 

- OU — ► X est isomorphe à un éclatement formel admissible de X 
T — ► 2U est étale quasicompact 

- 6 — > X est hni localement libre rig-étale 

- 2J — > 6 est isomorphe à un éclatement formel admissible de & 

Exemple 5.3. — Par exemple un ouvert admissible quasicompact de X, (U C X' — ► X) est un 
morphisme de type (£). 

Lemme 5.4- — Soit 2} — ► X un morphisme de type {£) et 3 — ► X un morphisme avec 3 
ir-adique sans ir-torsion quasicompact alors le morphisme (2J Xx3) adh — ► 3 est de type (£). 

Démonstration. Utilisant le lemme 1.22 on vérifie que si 2J — > 6 — > T — ► 20 — > X est une 
décomposition comme dans la définition 5.2 alors 

(2J xx 3) adh ~^(&x x 3) adh — * (ï 3) adh — (su 3) adh — » x 

en est encore une. □ 

5.2. Les morphismes de type (£) engendrent la topologie étale des espaces rigides 
usuels. — 

Théorème 5.5. — Soit 2J — ► X un morphisme rig-étale entre deux schémas formels admissibles 
quasicompacts. Il existe alors un diagramme 

2J' -2J 




X 



où g est de type {£) et : |2J'" 9 | — ► |2J" S | est surjectif au niveau des espaces de Zariski- 

Riemann tels que définis dans la section 3. 

Démonstration. D'après le théorème de platification de Raynaud-Gruson ([7]) il existe un 
éclatement formel admissible X' — ► X tel que le transformé strict 

3 = (X' x^)"* —>3? 

soit plat (au sens de [6]). Ce morphisme étant rig-étale plat il est quasi-fini en fibre spéciale : le 
morphisme de schémas 

3 ® Ok/itOk — ► X' ® (D K /irO K 
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est quasi-fini. Il existe donc un diagramme de Ok I^Ok -schémas 



W 



T ■ 



3 ® Ok/itOk 



X'®Ok/ttO k 



où a est plat fini, 7 est étale et [3 est étale surjectif. Les morphismcs (3 et 7 étant étales ce 
diagramme se relève de façon unique en un diagramme de schémas formels admissibles 




où a est fini localement libre. Étant donné que 7™ 9 o a rig est rig-étale et r f" ig est rig-étale, a est 
rig-étale. De plus (3 étant étale surjectif [3 ria est surjectif au niveau des espaces spectraux. D'où le 
résultat. □ 



5.3. Rigidité. — 

Proposition 5. 6. — Soit 2) ► X un morphisme de type (S) entre schémas formels ir-adiques 

sans ■n-torsion. Il existe alors un entier N tel que pour tout X-schéma formel ir-adique sans n- 
torsion l'application de réduction modulo n 

Hom x (ïï)',ïï)) Hom mOK /^{%' ® O k /w n ,ïï)® O k /tt n ) 

soit une bijection. 

Démonstration. Il suffit d'empiler les différentes assertions de rigidité concernant les morphismes 
qui entrent dans la définition d'un morphisme de type {£) : le lemme 2.20 pour les éclatements, 
la proposition 4.12 pour le morphisme fini localement libre rig-étale, quant aux morphisme étale 
c'est évident. □ 



5.4. Décompletion. — 

Lemme 5.7. — Soit (I,<) un ensemble ordonné cofiltrant, un système projectif de 

schémas formels ir-adiques et Xoo = lim Xi. Si 3ét désigne la catégorie des morphismes étales 

tel 

quasicompacts vers 3 alors 

lim (Xi)ét (Xoo) ét 
tel 

est une équivalence 

Démonstration. Etant donné que 3ét est équivalente à (3 ® OkI^Ok)^ cela se ramène à un 
énoncé classique sur les schémas (cf. EGA IV). □ 

Théorème 5.8. — Soit (I, <) un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)i^i un système projectif de 
schémas formels ir-adiques sans n-torsion quasicompacts dont les morphismes de transition sont 
affines. Soit X^ = lim Xi. Pour tout i G I soit l a catégorie des morphismes de type {£) au 
tel 

dessus de Xi. Lorsque i varie les applications de changement de base (cf. lemme 5.4) définissent 
une catégorie fibrée. Il y a un fondeur 

lim £% i — ► Sxaa 
tel 

Ce fondeur induit une équivalence de catégories. 
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Démonstration. C'est un exercice d'empilage du corollaire 2.22 du théorème 4.18 et du lemme 
5.7. □ 

Soit X un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion. Les morphismes de type (£) 2) — ► X sont 
stables par éclatement formel admissible : si 2J' — * ?) es t un éclatement formel admissible le 
composé 2J' — ► 2) — ► X est encore de type {£). On peut donc définir £%n a la catégorie des 
morphismes de type (S) vers X localisée relativement aux éclatements. On démontre de la même 
façon en utilisant une fois de plus le corollaire 2.22 et le théorème précédent. 

Théorème 5.9. — Avec les notations du théorème précédent on a une équivalence de catégories 

tel 



6. Le topos rig-étale d'un schéma formel 7r-adique quasicompact 

6.1. Sur un point concernant les topologies de Grothendieck. — Nous utiliserons le 
théorème clef suivant. 

Théorème 6.1 (SGA4 exposé III, théorème 4.1). — Soit C une petite catégorie, C un site 
et u : C — ► C un fondeur pleinement fidèle. Supposons que tout objet de C puisse être recouvert 
par des objets provenant de C. Munissons C de la topologie induite. Alors 

- Le fondeur u est continu et cocontinu 

- Si u s : C — ► C est le fondeur T i— » T o u et u s : C — > C le fondeur tel que 

V(? G C u s Q est le faisceau associé au préfaisceau Y i — > lim G(X) 

CX, m) 

xec 

m:!'— v(X) 

ils induisent une équivalence de topos 

C~ = c 

u s 

Le corollaire qui suit est scandaleusement absent de SGA4. 

Corollaire 6.2. — Sous les hypothèses du théorème précédent une famille (U a — > X) a de mor- 
phismes de C est couvrante ssi la famille (u(U a ) ► u{X)) a l'est. 

Démonstration. D'après la proposition 1.6. de l'exposé III de SGA4 si (U a — ► X) a est cou- 
vrante alors (u(U a ) — ► u(X)) a l'est. Réciproquement si (u(U a ) — > u(X)) a est couvrante soit 
R le crible couvrant de u(X) engendré par cette famille. Le foncteur u étant cocontinu la famille 
de morphismes Y — > X telle qu'il existe a et une factorisation u(Y) — > u(U a ) — > U {X) est 
un crible couvrant de X. Mais u étant pleinement fidèle l'existence d'une telle factorisation est 
équivalente à l'existence d'une factorisation Y — > U a — > X c'est à dire Y — ► X appartient au 
crible engendré par (U a — > X) qui est donc couvrant. □ 

6.2. Définitions. — Convention : Désormais on fixe une petite sous- catégorie pleine de la 
catégorie des schémas formels n-adiques quasicompads, telle que tous les schémas formels avec 
lesquels nous travaillerons soient dans cette petite catégorie. On vérifie aisément que cela est 
possible puisque nous travaillerons avec des limites projedives indexées par des ensembles fixés 
de schémas formels topologiquement de type fini, des morphismes topologiquement de type fini 
au dessus de ces éclatements... En particulier les catégories sous-jacentes de tous les sites avec 
lesquels nous travaillerons seront petites. 

Définition 6.3. — Soit X 7r-adique sans 7r-torsion quasicompact et £ X ri g la catégorie des mor- 
phismes de type (£) vers X localisée relativement aux éclatements formels admissibles (cf. section 
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5.4). On munit Sxng de la topologie engendrée par les familles finies de morphismes (il" 9 

W l9 ) a 




X" 9 



telles que l'application continue JJ |il" 9 | — ► |2}" s | entre les espaces de Zariski-Ricmann soit 
surjective. On note Xs-rig-ct le site associé. 

Remarque 6.4- - - On remarquera qu'il s'agit d'une topologie qui n'est pas définie à partir 
d'une prétopologie. En particulier les familles couvrantes pour cette topologie n'ont à priori 
aucune description concrète ! Le problème vient que les morphismes dans X£_„ g _ct ne sont 
pas forcément quarrablcs. 
- Si / : 2} — ► X est un morphisme de schémas formels quasicompacts 7r-adiques sans 7r-torsion 
alors / induit un foncteur entre les catégories sous-jacentes de celle de X£- r i g -ét vers celle 
de %)s- r ig-ét- Ce foncteur transforme familles couvrantes en familles couvrantes. Néanmoins, 
il n'y a pas de raison pour que ce foncteur soit continu ! Et même s'il l'est il n'y a pas de 
raison pour qu'il induise un morphisme de topos c'est à dire le foncteur /* induit au niveau 
des faisceaux commute aux limites projectives finies ! 

Définition 6.5. — Soit X un schéma formel admissible quasicompact. On note X r i g -ét le site 
des espaces rigides quasicompacts rig-étales au dessus de X" 9 muni de la topologie associée 
à la prétopologie telle que Cov(2)) consiste en les familles finies (il" 9 — ► ÏÏ) ng ) a telles que 
lia — » l?T 9 l soit surjectif. 

D'après l'exposé II de SGA4 les familles couvrantes de X r i ff -ét sont les familles (il" 9 — ► 2)" 9 ) a 
telles qu'il existe une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann. 

On renvoie à [8], [17] ou [12] pour les propriétés de base des morphismes étales entre espaces 
rigides usuels. On retiendra en particulier que l'image d'un morphisme étale est un ouvert quasi- 
compact de l'espace de Zariski-Riemann (cela peut se vérifier aisément en utilisant le théorème de 
platification de Raynaud-Gruson). De cela on déduit que les familles couvrantes de X r i g - C t sont les 
familles (il" 9 — > 2)" 9 ) Q qui induisent une surjection au niveau des espaces de Zariski-Ricmann. 
En particulier le topos associé est cohérent. 

6.3. Lien entre les sites Xs- r i g -ét et X r i g -ét pour X admissible. — 
Proposition 6.6. — Soit X admissible. Le Joncteur d'inclusion 

est continu et est tel que la topologie induite par u sur la catégorie sous-jacente à Xs- r i g -ét soit 
la topologie de Xs-Hg-ét- Les familles couvrantes de Xg- r i g -ét sont les familles de morphismes 
(il" 9 — y 2)" 9 ) a telles qu'il existe une sous-famille finie induisant une surjection au niveau des 
espaces de Zariski-Riemann. Ce foncteur induit une équivalence de topos 

(U , U s ) • (^■E—rig—ét) ^ i^rig—êt) 

Démonstration. D'après le théorème 5.5 le foncteur u satisfait aux hypothèses du théorème 
6.1. Soit T la topologie sur la catégorie sous-jacente à Xs-rig-ct induite par u et la topologie de 
X r i g _ét- D'après le corollaire 6.2 les familles couvrantes pour T sont les familles dont on peut 
extraire une sous-famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Ricmann. Les cribles 
engendrés par de telles familles sont les cribles contenant les cribles engendrés par les familles 
finies surjectives au niveau des espaces de Zariski-Ricmann, c'est à dire ceux utilisés pour définir 
la topologie engendrée de X r j ff -ét- Donc T coïncide avec la topologie de Xg-rig-ét- □ 
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6.4. Le théorème principal sur la décompletion des topos rig-étales. — Soit (/, <) 
un ensemble ordonné cofiltrant et (Xi)ie/ un système projectif de schémas formels admissibles 
quasicompacts dont les morphismcs de transition sont affines. On note Xqo = lim Xi. 

iei 

Théorème 6.7. — Les familles couvrantes de (Xoo)s-rig-ét sont les familles (il" 9 — ► %)™ 9 )a 
possédant une sous-famille finie induisant une surjection au niveau des espaces de Zariski- 
Riemann. De plus il y a une équivalence de topos 

fâoo) S-rig-ét — ^ m fâi)rig—ét 

iei 

Démonstration. Le site fibré i 1 — > (£i)rig-ét satisfait aux hypothèses de la section 8.3.1 de 
[13]. On en déduit d'après la proposition 8.3.6 de [13] que l'on a une prétopologie explicite sur le 
site lim (£i) r ig-ét obtenue à partir des prétopologies sur les {%i) r ig-ét lorsque i varie. 

iei 

Si F £ lim (Xi)rig-ét> pour cette prétopologie Cov(y) consiste en les familles finies de mor- 
te/ 

phismes dans lim (£i) r i 9 _ét isomorphes dans lim (X,;) r ig-ét à une famille finie de morphismcs 

iei iei 
dans un (Xi) r ig-ct qui forme un recouvrement dans le site (Xi) r i g -ét- 

Les familles couvrantes de la topologie de lim (Xi) r i g —ét sont donc les familles de morphismcs 

tel 

dans lim (Xj) r .jg-ét possédant une sous-famille finie isomorphe à une famille finie couvrante d'un 
tel 

(Xi) ri g-ét pour un i G /. 

Par exemple pour i £ I une famille finie de morphismcs dans (Xj) r jg— étj [U a — ► Y)ai de- 
vient couvrante dans lim (Xi) r i g -ét ssi il existe j > i tel que la famille tirée en arrière 
tel 

(U a x^rig X" 9 — ► Y x^rig X" 9 ) a devient couvrante dans (Xj) r ,g-ét- 

Rappelons que l'on note S^g la catégorie sous-jacente au site X£_ r i S _ct- H y a un foncteur 
pleinement fidèle 

u : lim £ x rig — > lim [X l ) rtg ^ &t 
iei iei 

auquel on peut appliquer le théorème 6.1 et le corollaire 6.2. Soit T la topologie induite sur 
lim E^rig par u et la topologie précédente sur lim (X^rig-ét- D'après le corollaire 6.2 et la 

iei iei 
description précédente des familles couvrantes de lim (Xi) r i g -ét on a une description concrète 

te/ 

des familles couvrantes du site ( lim S^ng , T). Il s'agit maintenant de vérifier que via l'équivalence 

tel 

de catégories du théorème 5.9 

fini £ x rig E^rig 

iei 

les familles couvrantes se correspondent. Mais cela résulte de la proposition qui suit. □ 

Proposition 6.8. — Soit i G I et (U a — ► Y) a une famille finie de morphismes dans £ x ri g . 
Supposons que la famille 

induise une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann 

~\_\U U X X" 9 ^Col ~* ^ X^rig X" 9 | 
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II existe alors j > i tel que 

]l\u a x x?a xy s \—>\Yx xrs r; a \ 

a 

soit surjectif. 

Démonstration. On a 

\Yx x?g XZ 9 \ = lim \Yx x?g \ 

j>i 

(utiliser la description des espaces de Zariski-Riemann en termes de points à valeurs dans des 
anneaux de valuation rigides). Soit 

Vj > i iPji : \Y x x?g XfJ 9 \ — \Y\ et / : ]J \U a \ — > \Y\ 

a 

Par hypothèse Im ijjji C Im /. Le morphisme ]J a U a — ► Y étant rig-étale Im / est ouvert 

j>i 

quasicompact. De plus Vj Im ifiji est pro-constructible. On conclut comme dans la démonstration 
de la proposition 3.3 que 

3j > i Im ïpji C Im / 

□ 

Corollaire 6.9. — Le topos limite projective lim (Xi) rig _ ét ne dépend que de Xœ. De plus si 

iei 

A est un anneau il y a un isomorphisme canonique 

lim RY((Xi) ri g-éti ^) — ((Zoo) £-rig-ét, A) 

tel 

dans D + (A — Mod) : la limite inductive de la cohomologie étale de la fibre générique des Xi ne 
dépend que ï M . 

Démonstration. L'assertion concernant la cohomologie résulte du théorème 8.7.3 de [13] dont 
les hypothèses sont vérifiées grâce aux propriétés de cohérence des topos rigides étales usuels. □ 

Corollaire 6.10. — Soit X un schéma formel ir-adique sans -k -torsion quasicompact. La famille 
de morphisme (QJ" S — ► %)" 9 ) a dans Xs-rig-ét est couvrante ssi on peut en extraire une famille 
finie induisant une surjection au niveau des espaces de Zariski-Riemann. 

Démonstration. Si X est affine il est facile de vérifier qu'il s'écrit comme limite projective 
cofiltrante de schémas formels affines topologiquement de type fini sur Spf(Oiv). Dans ce cas là le 
résultat est donc une conséquence du théorème 6.7. Pour X général soit (!tli)iei un recouvrement 
affine fini de X. La famille (il™ 3 — > X ri9 )i^i forme une famille couvrante de l'objet final de 
^S-rig-ct- Une famille (2J" 9 — > %)" 9 ) a dans Xs- r i g -ét est donc couvrante ssi Vi S / (2J" S Xjr, 9 
il" 9 )a l'est. On est donc ramené au cas affine car l'application 

[J|2)" 9 x^ g il^|-|2)" 9 l 

tel 

est surjective. □ 

Remarque 6.11. — L'auteur de cet article met son lecteur au défi de trouver une démonstration 
du corollaire précédent sans passer par la théorie des espaces rigides des schémas formels 
topologiquement de type fini sur Spf(0_R-). 
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7. Le topos rig-étale d'un schéma formel 7r-adique non-quasicompact 

7.1. Le topos. — Soit X un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion non nécessairement quasi- 
compact. 

On note Sx la catégorie des morphismes 2J — > X qui peuvent s'écrire sous la forme 

2J ^-*-iW£ 

où il est un ouvert quasicompact de X et / est de type (£). On appellera les morphisme 2) — ► X 
dans Sx les morphismes de type (S). 

Lemme 7.1. — Soit 2} ► il un morphisme de type (S) vers un ouvert quasicompact de X et 23 

un ouvert quasicompact de X contenant il. Alors le composé 2J — ► il <^-t 93 est de type (S). 

Démonstration. Utiliser le lemme 1.30. □ 
On vérifie alors que Sx est équivalente à 

lim Sa 

II quasicompact 

limite inductive sur les ouverts quasicompacts de X des morphismes de type (S) au dessus d'un 
tel ouvert. 

Plus généralement si £%ri g désigne la catégorie Sx localisée relativement aux éclatements formels 
admissibles alors 

Sx^s — lim £u™9 

tic* 

Il quasicompact 

Définition 7.2. — On note X£_ r i 9 -ét le site donc la catégorie sous-jacente est f^wg et dont la 
topologic est engendrée par les familles finies de morphismes surjectives au niveau des espaces de 
Zariski-Riemann. 

Si (23 a — > 2J) Q est une famille de morphismes dans Sx^g et si le morphismes structurel 
2)™ 9 — ► X" 9 se factorise par l'ouvert quasicompact il C X il en est de même des 23" 9 — ► X 7 " 19 . 
De cela et du corollaire 6.10 on déduit le lemme qui suit. 

Lemme 7.3. — Une famille de morphismes dans Xs- r i g -ét est couvrante ssi il existe une sous- 
famille finie surjective au niveau des espaces de Zariski-Riemann. 

De là on déduit aisément. 

Proposition 7.4- — Le topos (X™ 9 )£_ rig _ e . t s'identifie au topos 

\i m U-S-rig-ét 

il quasicompact 

Si (ili)iei es t un recouvrement de X par des ouverts quasicompacts alors le topos (^" 9 )s-rig-ét 
s'identifie au topos recollé des (ii" 9 ) £ _ rig _ ét le long des ili Hilj, i,j £ I i.e. aux objets cartésiens 
du topos total du diagramme 

7.2. Cohomologie à support compact. — On définit ici la cohomologie à support compact 
de X" 9 . On prendra garde que la définition donnée bien que suffisante pour nos besoins n'est pas 
la bonne en général. Par exemple pour les schémas formels admissibles ce n'est la bonne définition 
que pour ceux dont les composantes irréductibles de la fibre spéciale sont propres, par exemple le 
schéma formel de Deligne-Drinfeld ft. 

Définition 7.5. — Soit T 6 X~ £ _ rig _ Ét . On note T^X" 9 ,^) les sections de r(X" 9 ,J r ) = 
lim r(il™ 9 , T) dont le support est contenu dans un ouvert quasicompact de X" 9 . 

il quasicompact 
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Si |X™ 9 | = lira lit™ 9 désigne l'espace de Zariski-Ricmann de X il y a alors une projection du 

U q.c. 

topos rig-étale vers le topos de l'espace topologique |X™ 9 |, ir : {X rt9 ) £ _ rig _ 6t — ► |X™ 9 . Alors 
T\(X" 9 , — ) = r c (|X" 9 |, — ) o 7r» où r c (|£" 9 |, — ) désigne les sections dont le support est un fermé 
quasicompact de l'espace de Zariski-Ricmann. 

Proposition 7.6. — Soit Je A - (^ rt9 )s~rig-ét- Soit (ilj)j e / un recouvrement localement fini 
de X par des ouverts quasicompacts. Notons Va C / il(a) = (li^ a ili. Il y a alors une suite spectrale 

E\ q = H 9 {U(a)" 9 ,T)=^> Hf +q {X" 9 ,T) 

|a|=p+l 

Démonstration. Considérons le morphismc 

j : JJit, — > X 

iei 

Si G est un faisceau sur Xs—rig-ét il donné naissance à une résolution co-simpliciale G — ► C'(Ç) 
fonctorielle en G où 

C p {G) = (j*f) p+1 (G) = Il iatiGws*)*.) 

aQI 
|a|=p+l 

avec j a : it(a) ri9 <^-> X rî9 . De plus si Ç7 est injectif alors C p ((5) l'est également. De l'égalité 

T,(X" 9 ,C p (G))= r(il(a)" 9 ,£) 

trCI 
a|=p+l 

on conclut facilement. □ 
Corollaire 7.7. — Tout faisceau flasque sur Xs-rig-ét est T\(X rig , —)-acyclique. 

Démonstration. Le schéma formel X étant quasi-séparé il existe un recouvrement comme dans 
la proposition précédente. Dans la suite spectrale précédente les morphismcs ii(a)" 9 — ► X" 9 sont 
alors dans Xs- rg i-ét- D 

On retiendra donc que l'on peut calculer la cohomologie à support compact à l'aide de 
résolutions flasques. 



8. Le formalisme des faisceaux équivariants lisses 

8.1. Hypothèses. — Soit G un groupe topologique possédant un sous-groupe ouvert profini. 
Soit A un anneau. 

Soit 1Z une catégorie et X un objet de 1Z, ou plus généralement de 1Z , la catégorie des préfaisceaux 
sur 1Z, muni d'une action du groupe "abstrait" G. 

On suppose donné une sous-catégorie pleine C de la catégorie 7Z/X des morphismes vers X et 
une topologie sur C faisant donc de C un site. On supposera également que tout objet de C est 
quasicompact. On suppose de plus que V<? £ G et (U — > X) € C le produit cartésien du diagramme 

U 



existe dans 1Z et est dans C. On notera g -1 (£7) ce produit cartésien. On suppose que U *-* g~ 1 (J7) 
transforme familles couvrantes en familles couvrantes et définit donc un isomorphisme du site C 
dans lui même. Ainsi il y a une "action" de G sur le site C. On notera (g*, g*) le morphisme de 
topos associé où g*J-(U) = !F(g(U)). On a des identifications canoniques Vg, g' G G (gg 1 )* = g 1 * g* ■ 
Nous ferons l'hypothèse suivante : 
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Hypothèses de continuité : A tout (U — > A") G C est associé "canoniquement" un sous-groupe 
compact ouvert Kjj C G et un relèvement (Pk)keKu de l'action de Kjj sur X à U 

VkeKu U^U 
X^X 

s 

où pk ° Pk' = Pkk' ■ Le mot "canoniquement" signifie que si V >- U est un morphisme dans 

\ / 
X 

C il existe alors un sous-groupe ouvert de Kjj H Ky en restriction auquel f est compatible aux 
relèvements de l'action à U et V . 

8.2. G-faisceaux lisses. — Rappelons que par définition un G-faisceau (resp. préfaisceau) sur 
C est un faisceau T G C (resp. G-préfaisceau T G C ) muni d'isomorphismes 

y g G G c g : g*T -^-> T 

vérifiant la condition de cocyle Vg,g' G G c g * o g'*c g = c gg i. 
Si T est un G-faisceau (resp. préfaisceau) et U G C 

Vfc G K v (k*F)(U) = T(k{U)) = T(U) 

et donc Kjj agit sur T{U). De plus si V — ► U est un morphisme dans C l'application de restriction 
J-(U) — > 3~{V) est 7^-équivariante pour K compact ouvert suffisamment petit. 

Définition 8.1. — Un G-faisceau (resp. préfaisceau) T sera dit lisse si V£7 G C l'action de Kjj 
sur ^F(U) est lisse, i.e. le stabilisateur de tout élément est un sous-groupe ouvert. 

Définition 8.2. — On note C G , resp. C G _ lss , la catégorie des G-faisccaux, resp. des G-faisceaux 
lisses. On note A — C G , A — C G „ lss les catégories de faisceaux de A-modules associées. 

Exemple 8.3. — Si l'action de G sur X est triviale A — C G s'identifie à la catégorie A [G] — C 
et A — C G _ lss à la sous-catégorie de A [G] — C des faisceaux T tels que MU G C F{U) soit un 
G-module lisse. Lorsque 1Z est la catégorie à un seul élément et un seul morphisme on retrouve 
les G-modules lisses utilisés dans la théorie de la représentation des groupes p-adiques ou en 
cohomologic galoisienne. 

8.3. Les différentes opérations reliant G-faisceaux, G-faisceaux lisses et faisceaux. — 

On notera 




C 



les foncteurs évidents où k et j sont l'oubli de l'action de G et i est le plongement tautologiquc. 
On notera de la même façon le diagramme associé pour les faisceaux de A-modules. 

8.3.1. Faisceau associé à un préfaisceau. — Bien sûr si T est un G-préfaisccau le faisceau associé 
est un G-faisceau. 

Lemme 8.4- — Le faisceau associé à un G-préfaisceau lisse est un G-faisceau lisse. 

Démonstration. Par définition (cf. SGA4 exposé II section 3) le faisceau associé à T est L{LT) 
où l'opération T i— > LT est 

LT{U) = lim Hom(iî, T) 

ReJ(u) 

où J{U) désigne l'ensemble des cribles couvrants de U. Mais U étant quasicompact l'ensemble 
des cribles engendrés par des familles couvrantes finies est cofinal dans J(X). La limite inductive 
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précédente peut donc se calculer sur ces cribles là. Or si le crible R est engendré par la famille 
finie (V a — > U) a alors 

Hom(iî,^) c n^^) 

OL 

et étant donné (s a ) a G Y[ a F (Va) il existe un sous-groupe ouvert agissant discrètement sur tous 
les s a . □ 

Exemple 8.5. — Sous l'hypothèse du lemmc précédent le faisceau constant A est lisse. 

Il est clair que la catégorie A — C G est abélienne et que le foncteur j : A — C G — > A — C est 
exact i.e. les noyaux et conoyaux de morphismes de G-faisceaux sont les noyaux et conoyaux des 
morphismes de faisceaux sous-jacents qui sont naturellement munis d'une structure de G-faisceau. 

Corollaire 8.6. — La catégorie A — C G _ lss des G-faisceaux de A-modules lisses est une sous- 
catégorie abélienne de A — C G la catégorie de G-faisceaux de A-modules. 

Démonstration. Il est clair qu'un sous- G-faisceau d'un G-faisceau lisse est lisse et que donc les 
noyaux de morphismes dans C G entre deux G-faisceaux lisses dans sont lisses. Pour les conoyaux 
il suffit d'appliquer le lemme précédent. □ 

8.3.2. Inductions brutales. — Soit !F un faisceau. On note 

Ind^ = Y[ ? nid-F = T 

g&G g eG 

les G-faisceaux munis de l'action de G par permutations (la somme directe définissant indJ-" est 
prise dans la catégorie des faisceaux, c'est le faisceau associé au préfaisceau somme directe) . Cela 

définit des foncteurs C î C G ■ Ils forment avec j un triplct de foncteurs adjoints 

ind 

VJ" eC Vg E C G Rome (JG, F) ^ Hom Cc (G, IndF) 

Hom c ~ (J 7 , jQ) ~ Honig^ (indJF, Q) 

Il en est de même avec les faisceaux de A-modules. En particulier on déduit de ces adjonctions 
que Ind et j transforment faisceaux injectifs de A-modules en faisceaux injectifs. De plus Ind est 
exact à gauche (mais pas exact en général). De cela on déduit que la catégorie abélienne A — C G 
possède suffisamment d'injectifs (bien sûr le lecteur avisé sait que (C G , A) est un topos annelé et 
que donc A — C G possède suffisamment d'injectifs, mais Ind permet de construire explicitement 
de tels objets injectifs à partir de ceux de C ). 

Si T G A — C G et e désigne un objet de C auquel l'action de G se relève i.e. un élément de C G 
(par exemple l'objet final) le complexe RY{e,jJ : ) € B + (A) est muni d'une action de G. Cependant 
si 

F = r(e, -) o j : A - C G — > A [G] - Mod 

étant donné que j est exact et transforme injectifs en injectifs RF = RT(e, — )oj et donc le complexe 
RT(e,jJ r ) provient canoniquement d'un complexe dans D + (A[G]) via le foncteur D + (A[G]) — > 
G — D + (A), G — D + (A) désignant les objets de la catégorie dérivée D + (A) munis d'une action de 
G. 

L'un des buts de ce chapitre est de faire de même avec les faisceaux lisses. 

8.3.3. Lissification. — Soit T G C G . On note T lss le préfaisceau 

U i — > {sections lisses de J-{U)} 

dont on vérifie facilement en utilisant l'hypothèse de quasicompacité des objets de C que c'est un 
faisceau. Cela définit un foncteur 

(-) lss : C G — C G _ lss 

adjoint à droite au foncteur i 

G C G _ lss \fG G C G Home- (i^, G) - Hom c G _ las (-^ G lss ) 
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De cela on déduit que pour les faisceaux de A-modules (— ) Iss transforme les injectifs en injectifs 
et est exact à gauche. On en déduit le lemme suivant. 

Lemme 8.7. — La catégorie abélienne A — C G _ lss possède suffisamment d'injectifs. 
En résumé il y a un diagramme 



( _ )l8S 



C, 




Remarque 8.8. — Le foncteur composé (— ) lss o Ind permet donc de construire suffisamment 
d'injectifs dans A — C G _ lss . Néanmoins en général l'image par k d'un tel objet injectif n'est pas un 
faisceau injectif. 

8.3.4- Induction/restriction. — Soit F G C un préfaisceau. Rappelons (SGA4 exposé III section 
5) que l'on a un site C/F dont la topologie est induite par celle de C via le foncteur canonique 
C/F — > C. Rappelons également que C /F s'identifie à (C/F) . Il y a un triplct de foncteurs 
adjoints 

j» 

C /F = (C/F) \ — r— Ç 

ii 

où j* est le foncteur de restriction aux objets au dessus de F et j\T est le faisceau associé au 
préfaisceau 

U i — > lim T(U, m) 

m£F(U) 



Soit maintenant K un sous-groupe compact ouvert de G et F G C K un A'-préfaisceau i.e. 
l'action de K sur X s'étend en une action sur F via F — ► X . On prendra par exemple U G C, un 
sous-groupe compact AT tel que l'action de K se relève à U et F = h\j le préfaisceau représenté 
par U. Supposons de plus que F soit un A"-préfaisceau lisse. Alors la catégorie C/F vérifie 
les mêmes hypothèses que celle de C : pour tout U — ► F (i.e. un élément de F(U)) l'action 
de K sur F se relève "canoniquement" à U sur un sous-groupe ouvert de K et de plus quitte 
à se restreindre à des sous-groupes ouverts plus petits cette action relevée est fonctoricllc dans C/F. 

On peut donc définir la catégorie (C/F) K _ lss des AT-faisceaux lisses au dessus de F. Il y a alors 
un triplet de foncteurs adjoints 



3k, 

(C/F) K _ lss ^ K ^-C, 



G-lss 



3K\ 

OÙ 



Le foncteur j* K est le foncteur de restriction du faisceau aux objets au dessus de F et de 
l'action de G à A" 

Le foncteur jx\ est celui qui à T G A' — (C/F) disc associe 

n 

où fi désigne un ensemble de représentants dans G de K\G, dont on vérifie aisément qu'il 

est muni d'une action lisse de G par "permutations" des éléments de VL. 

Le foncteur jx* associe à J- le G-faisceau lisse (Un J*^) lss où est comme précédemment. 
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Définition 8.9. — On notera j* K {—) = Res^^(— ) la restriction, jiç\(—) = c— ind^y^ ( — ) l'in- 
duction compacte et jx* = I n d^y^(— ) l'induite lisse. 

On a les formules usuelles de réciprocité de Frobenius qui traduisent les adjonctions entre nos 
trois foncteurs 

Hom c G (c-ind^J", Q) ~ Hom (c/F) ^(^,Res^£) 

Hom CG (Ç,Ind^J îr ) ~ Hom (c/F) ^(Res^*£, F) 

et les propriétés de transitivité usuelles lorsque K' C K, F' — > F, l'action de K' se relève à F' 
en une action discrète et est compatible à celle de K sur F, qu'on laisse en exercice au lecteur. 

Exemple 8.10. — Considérons les faisceaux de A- modules. Les G- faisceaux lisses c-ind^y^(A), 
pour U dans C et K agissant sur U relevant l'action de G sur X , vérifient 



Hom G (c-ind^(A),^) ~ T{U) K 



Ainsi si T est lisse, T(XJ) = lim T{U) K et donc les objets c-ind^^(A) forment un système de 

K 

générateurs de la catégorie abélienne A — C G _ lss . 

Exemple 8.11. — Soit (tT, — ► Y)i e i une famille finie de morphismes dans C. On vérifie aisément 
que le produit fibré F = x hjj i G C est un i^-préfaisceau lisse pour K suffisamment petit. Alors 

i hy 

c-Ind^y^A vérifie 

Hom G (c-Ind^A,^) ~ Hom(_F, T) K 
8.4. Les G-faisceaux lisses forment un topos. — 

Proposition 8.12. — La catégorie des G-faisceaux lisses C G _ lss est un topos. 

Démonstration. On applique le critère de Giraud (théorème 1.2 de l'exposé IV de SGA4). 
L'existence de limites projectives finies ne pose pas de problème puisque les limites projectives 
finies de G-faisccaux lisses dans la catégorie des faisceaux sont encore des G-faisceaux lisses. 
L'existence de sommes directes quelconques ainsi que de quotients par les relations d'équivalence 
est une conséquence du lemme 8.4. L'existence d'une petite famille génératrice se déduit des 
résultats de la sous-section précédente : les faisceaux lisses c-ind^y^e où e est l'obet final du topos 
{C/U) K _ lss forment un système de générateurs de C G _ lss puisque pour tout T G C G _ lss 

G / x a T\ — T(TT\K 



Hom(c-ind if y [7 e, T) = J-(U) 



et T{U) = lim T(U) K . □ 

K 

Remarque 8.13. — Le topos C G _ lss est annelé par A. On en déduit donc d'une autre façon que 
la catégorie A — C G _ lss possède suffisamment d'injectifs. 

Remarque 8.14- — Les limites projectives quelconques, non-finies, dans le topos C G _ lss se cal- 
culent de la façon suivante : lim Ti dans C G _ lss est égal à ( lim Tif* & , la partie lisse de la limite 

iei iei 
projective des faisceaux usuels. 



8.5. Le complexe de cohomologie d'un G-faisceau lisse. — 
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8.5.1. Compléments sur la cohomologie de Cech. — Dans cette sous-section on oublie momen- 
tanément les notations précédentes. On reprend ici le formalisme du complexe de Chech développé 
dans l'exposé V de SGA4 au cas d'un recouvrement (U — > X) pour lequel les produits fibrés 
Ui 1 Xx " ' x x Ui p n'existent pas. 

Soit donc C une catégorie, A un anneau et (Ui — ► X)i une famille finie de morphismes dans C. 
On note R G C le crible de X engendré par cette famille. Il y a un couple de foncteurs adjoints 



On note A G C /R le préfaisceau constant. 

À un tel couple de foncteurs adjoints est associé un complexe simplicial de A-modules (cf. [19] 
chapitre I section 1.5) D' 



IV g /;/•• ; ■ ■ ■ T IY 

'.i'.i ■■■■■■■■■ (./:./ 1 A 
» . - 

— p+l fois 

dont les flèches simpliciales sont données par les applications d'adjonction. De plus ce complexe 
est augmenté ver A, D' — ► A. 

Lemme 8.15. D* — ► A est une résolution projective de A dans C /R. 

Démonstration. La famille (Ui — ► R)i<£i étant épimorphique vers l'objet final de C /R il suffit 
de montrer que j*D* — ► j*A est une résolution. Mais le complexe \j*D* — > j*A] est homotope 
à zéro (cf. [19] chapitre I section 1.5). Les D p sont projectifs car j\ et j* , possédant tous deux un 
adjoint à droite, envoient projectifs sur projectifs. □ 

Si k : C / R — > C , A/f = kiA on obtient donc une résolution projective 

[C — > A R ] =ki[D u — >A] 
On a concrètement en notant V{zi, . . . , i p } C / 

A hu . x R -x R hu. = S[A où S : C /hu h x_r ■ • • Xfl h Uz — > C 
où comme d'habitude hy désigne le préfaisceau représenté par Y, ce qui peut encore se récrire 

Ah UH xn-xnhu^ = A C/i! ®A R • • • ®A fl &u ip 

{ii,...,i p }Cl 

Si F G A — C est un préfaisceau de A-modules on peut donc calculer 

Vq > H q (R, F) = Ext q A (A R , F) = i^' ^ (Hom A (C , ^ F)) 

où H q (R, — ) désigne la cohomologie dans le topos C . 

Supposons maintenant que C est un site et soit T G A — C un faisceau de A-modules. On note 
comme dans l'exposé V de SGA4 H° : C — > C le plongement canonique. On a alors 

H q (R, HP(T)) = ^(Uon^Cn ^))) = H q (Uom(aC, T)) 

où aC* est le complexe de faisceaux associé au complexe de préfaisceaux C*. Ce complexe se 
calcule comme précédemment en remplaçant C par C , les catégories C /(— ) par C /(— ) et les 
foncteurs (j\,j*) par leurs analogues faisecautiques. 

Rappelons que si F G C alors C /F — C / aF. Etant donné que aR = X on en déduit que 

aC -^= A hUiiXhx ... XhxhUip = a. 

{ii,...,i p }Gl {i!,...,i p }Gl ~ x ~ x 
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8.6. Le théorème d'acyclicité. — On reprend maintenant les hypothèses des sections 
antérieures. 

Hypothèses : On suppose que si (Ui — > e st une famille couvrante finie alors 

\/p V{îi,...,î p } G I le préfaisceau hu^ Xh Y "' x h Y hut es t quasicompact dans C muni 
de la topologie définie dans la section 5 de l'exposé II de SGA4- Cette dernière condition, 
vérifiée par exemple si la topologie sur C est induite par une prétopologie, signifie qu 'il 
existe une famille finie (V a — ► hjj^ Xh Y "' x h Y h-U ip )a où V a G C telle que \/F G C 
Hom(h Vii x hY ■ ■ ■ x hY h Uip ,T) ^ ï[ a F(V a ). 

Théorème 8.16. — Sous les hypothèses précédentes si F G A — C G _ lss est un G-faisceau lisse 
de A-modules injectif alors le faisceau sous-jacent de A-modules est flasque. 

Démonstration. Soit (Ui — > Y) ie j une famille couvrante finie. Soit R le crible de Y engendré 
par cette famille. D'après la proposition 4.3 de l'exposé V de SGA4 on doit montrer que 

Vç>0 H q (R,H°(F)) =0 

Utilisons les résultats et notations de la sous-section précédente pour écrire 

H q (R, H°(F)) = ff 9 (Hom A _ c - (aC',F)) 

oùaC- p+1 = ®u u ..., ip}c iâh Ui x hr -x hr h Ui ■ Soit donc {h,---,i P } C Jet F = h v x hx ---x hx 
hu ip G C . Considérons des sous-groupes compacts ouverts K suffisamment petits tels que l'action 
de K sur X s'étende à chacun des Ui et donc à F. Un tel sous-groupe K agit sur 

F(F) =Rom A _ e - (A F , F) 

Il y a une application injective 

lim F{F) F(F) 

K 

Cette application est bijective car si (V a — > F) a est une famille finie comme dans les hypothèses 
de cette section alors F (F) <-> J\ a FXV a ) et Va F(V a ) = \J K F(V a ) K . . Donc 

Rom(aC\F)= lim Uom(aC',F) K 

K 

La limite inductive étant filtrante il suffit de montrer que \IK suffisamment petit Hom(aG* , F) K 
est acy clique en degré > 0. 

Soit donc K petit. On a un couple de foncteurs adjoints comme dans la section 8.3.4 

iei 

d'où une résolution dans A — C G _ lss 

N* — ► A 

V " :J^.Ik c-ind^ Xhx ... Xhxhu . A 

V v / »! >X X Sp 

p- fois {ti,...,t„}C/ 

et Hom A _ c ~ (aC',F) K = Hom A _ c - (N*, F). D'où le résultat. □ 

8.7. Cohomologie des G- faisceaux lisses. — 

Théorème 8.17. — Supposons les hypothèses de la section précédente vérifiées. Soit F G A — 
C G _i ss un G-faisceau de A-modules lisse. Alors V£7 G C Vg > le A[G]-module H q (U,F) est lisse. 
De plus le fondeur 

A-C~_ te — G-B+(A) 
F i — > RT(U,F) 

se factorise de façon canonique par + (A[G]; ss ) en un fondeur F i — > RT q(U , F) . 
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Démonstration. Il suffit d'appliquer le théorème précédent et d'écrire le foncteur dérivé comme 
foncteur composé. Plus précisément, le foncteur 

F:A-C G _ lss — ► A[G]-Mod lss 
T i — > T{U,T) 

se factorise en F — G o k où k est le foncteur exact de l'inclusion de A — C G _ lss dans A — C et 
G = T(U, — ). D'après le théorème précédent RF = RG o k. □ 

8.8. Faisceaux lisses sur une tour formée par un pro-torseur. — Soit C un site. 

Soit G un groupe fini et Y -=-> A un G-torseur au dessus de A dans C. Rappelons qu'il y a une 

équivalence 

Faisceaux sur X ► Faisceaux G — équivariants sur Y 

T i — > p*T 

où G-équivariant signifie une action compatible à celle de G sur Y (ce que les adeptes des champs 
notent [G\Y] = X). L'équivalence inverse est donnée par 

g — ♦ (p*gf 

Le but de cette section est de généraliser cela aux pro-torseur sous un groupe profini. 

Exemple 8.18. — Avant de nous lancer expliquons de que l'on veut faire dans un cas partic- 
ulièrement simple. Soit k un corps de clôture séparable k et X un fc-schéma de type fini. Le topos 
étale de Xt s'identifie à la limite projective des topos étales Xl où L\k parcourt les extensions 
galoisiennes de degré fini. En effet, le site étale de X-r s'identifie à la limite inductive des sites Xl, 
L\k galois finie, au sens où les A^-schémas étales (quasicompacts) sont les germes de A^-schémas 
étales lorsque L varie et un morphisme de germe est couvrant en un niveau suffisamment grand 
ssi il le devient sur X-r. Les faisceaux étales sur X s'identifient alors via p* où p : Xt — > X 
aux faisceaux étales sur X-r munis d'une action de Gal(fc|fc) compatible à celle de Gal(fcjfc) sur 
X-r qui est discrète au sens où les sections sur un schéma étale quasicompact ont un stabilisateur 
ouvert. La condition est une condition de continuité sur la donnée de descente relativement au 
pro-Gal(/c|fc)-torseur X-r — > X. 

Soit donc G un groupe profini et (G,)i>o une famille décroissante de sous-groupes ouverts 
distingués dans G telle que P|i>o = {e} et Go = G. Supposons nous donné une tour dans C 

■ ■ ■ — ► A,; + i > Xj — ► . . . ► Ao 

où l'on notera Vi > j ifij : A, — > Xj. Supposons que cette tour est munie d'une action de G au 
sens où Vt G/G, agit sur Xi et Vi > j le morphisme Xi — > Xj est compatible à ces actions via 
G/G l ^> G/Gj. 

Supposons de plus que Vi l'action de G/Gi sur Xi fasse de Xi un G/G,-torseur au dessus de 
Xq (et donc Vz > j Xi — ► Xj est un G^/Gj-torseur). 
Considérons le système projectif de topos 

. . . — > C/X i+1 — » C/Xi —»...—» c/x 

où rappelons que les topos C /Ui s'identifient aux (C/Uî) . La limite projective de ce système 
Toc = fini (C /Xi) est la catégories des système (J 7 i)i>o, T% G C /Xi, munis d'isomorphisme 

Cij : Vi > j tpij*^ ► Tj vérifiant une condition de cocyle. 

Il y a une "action" de G sur 7^ au sens où pour tout tout g G G il y a une équivalence de 
topos a g : Toc — > Toc définie par a g = (g*, g*) où g*{{T l ) l ,{c lj ) i >j) = ((g*Fi)i,(g*(cij))i>j) 

vérifiant ^/g,g' G G il a une transformation naturelle a gg i > a g o a g i satisfaisant la condition 

une condition de cocyle. On peut donc définir 



G — 7^o 
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la catégorie des G-objets dans 7^ comme étant les A G Too munis d'isomorphismes \/g G 
G g* A > A satisfaisant une condition de cocyle. On vérifie qu'en fait 

G -Tœ lim (C/Xi)~ G 

i>0 

On remarquera qu'il faudra faire attention à ne pas prendre (C/Xi) G ^ G . mais bien (C/Xi) G et 
que (C/Xi) G est par définition la catégorie des faisceaux G-équivariants au dessus de Xi au sens 
où l'action est compatible l'action de G sur Xi via G -» G/Gi ; en particulier un T G (C/Xi) G est 
muni d'une action "abstraite" de G;. 

Pour tout i > l'objet A^ muni de son action de G via G -» G/Gi vérifie les hypothèses de la 
section 8.1 puisque Gi agit trivialement sur Xi. On peut donc définir (C/A;) G _ lss la catégorie des 

G-faisccaux lisses. Un T G (C/Aj) G _ lss est lisse ssi le faisceau muni d'une action de d Res^^. T 
l'est. 

Lemme 8.19. — Soit {TÎ)i>o G G — où Vt ^ G (C/Xi) G . Sont équivalents 

- Vi Ti es£ fose 

- J-"o esi lisse 

Démonstration. Supposons J-q lisse. On a un isomorphisme Vz J-ç, — > (fio*Ti. Donc, si A' G Gi, 
if agissant trivialement sur Ê7j 

(puisque </?io* est le foncteur image directe d'un morphisme de topos il commute aux limites 
projectives quelconques et donc aux invariants sous K). Le faisceau Ti est lisse ssi 

a : lim Tf* JF^ 

ACGi 

est un isomorphisme. Il y a un diagramme 

lim Tq ^ lim y m *{T*) ~ ^ y? t0 ^( lim ^) 

A' A A 

¥3»0» (a) 

•7"0 >■ tfiO*Ti 

(où v?io* commute aux limites inductives car X{ — > Xq étant un torseur sous un groupe fini 
Vio* " = fm " est adjoint à gauche de (p* il = y>i "). Donc ipio*(a) est un isomorphisme ce qui 
implique que a en est un puisque ipio est couvrant. □ 
Par définition on notera (G — T 00 )i ss les systèmes projectifs de faisceaux satisfaisant les hy- 
pothèses du lemme précédent. 

Théorème 8. 20. — Supposons que tout objet de C est quasicompact. Il y a alors une équivalence 
de catégories entre (G — Tcx>)iss, les faisceaux en niveau infini munis d'une action lisse de G 
compatible à l'action sur la tour, et (C/Xq) , les faisceaux sur la base de la tour. 

Démonstration. Soit (Ti)i>o un objet de (G — Too)i ss où Vi Ti est muni d'une action de G 
compatible à celle de G/Gi sur JQ. Associons lui Tq G (C/Xq) le faisceau des invariants de Tq 
sous G. 

Réciproquement, étant donné Q G [C/Xq) posons 

Vi > T t = lim tp 3 „ip* Q 

Étant donné que f*jç,G est muni d'une action de G/Gj compatible à celle de sur Xj si j > i 
le faisceau *Pji*<PjiÇ est muni d'une action de G/Gj compatible à l'action de G/Gj sur Xi via 
G/Gj -» G/Gi. De plus Ti est lisses comme limite inductive de faisceaux lisses (lemme 8.4). 
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Reste à voir que cela définit bien des équivalences inverses. 
Si e (G -Too)^, Ti étant lisse 

Ti = lim jf 1 

j>i 

L'isomorphisme T > tpji*Tj induit T i 3 > ipji*{fFJ 3 ). Le faisceau Tj 3 sur Xj est muni d'une 

action de G/Gj compatible à celle sur Xj. D'après les rappels du début de cette section, puisque 
Xj — ► Xq est un G/G^-torseur, cela implique 



F; 



G/G, 



Donc au final 



Ti ~ lim <Pju<Pjo(Fo) 



Dans l'autre sens si G G (C/Xq) , soit 



T = lim (piQ*tp* G 

i>0 



Utilisant l'hypothèse de quasicompacité on vérifie que le préfaisceau limite inductive précédent est 
séparé. On en déduit alors en utilisant la définition du faisceau associé à un préfaisceau séparé 
couplée à l'hypothèse de quasicompacité que 

T°= lim [(^o*<^o£0 G ] = lim [(Vio*<P*oG) G/Gi 

= lim G = G 

i>0 



□ 



9. Cohomologie à support compacte équivariante-lisse des espaces analytiques de 

Berkovich 

Soit X un if -espace analytique de Berkovich paracompact. L'espace X vérifie cette hypothèse 
si par exemple X = X an où X est un schéma formel localement formellement de type fini sur 
Spf(0if ). On fixe un anneau A qui servira comme coefficients. 

9.1. Les quatre suites spectrales de cohomologie de Cech permettant de calculer la 
cohomologie à support compact. — On note Xét le site étale de X tel que défini dans [4]. 

Théorème 9.1. — Soit T un faisceau de A-modules sur Xét- 

- Soit (Ui)i£i un recouvrement ouvert de X tel que Vi {j \ Uj H J7, ^ 0} soit fini. Il y a alors 
une suite spectrale concentrée dans le cadrant (p < 0, q > 0) 

E ï 9 = H«(U(a),T)^Hr q (X,T) 

\a] = -p+l 

oùU(a)=r\ie a Ui. _ 

- Soit (Ui)i£i un recouvrement ouvert localement fini de X tel que Vi f/, soit compact. Il y a 
alors une suite spectrale concentrée dans le cadran (p > 0, q > 0) 

E ï"= H q (U(a),T) HP +C, (X,T) 

CCI 
o|=p+l 

oùU{a)=^ a U i . 
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- Soit (Wj)j 6 j un recouvrement localement fini de X formé de domaines analytiques fermés 
compacts. Il y a alors une suite spectrale concentrée dans le cadran (p > 0, q > 0) 

E T= H q (W(a),T) =>HP +q (X,T) 

a|=P+l 

oùW{a)=^ a W l . 

o 

- Sous les mêmes hypothèses que précédemment, supposant de plus que les intérieurs Wi re- 
couvrent X , il y a une suite spectrale concentrée dans le cadran (p < 0, q > 0) 

E T = H q w{a) (X,T)^H'r q (X,T) 

aCI 
|e»| = -j>+l 

Démonstration. On considère les deux morphismes surjectifs 

j ■ II Ui — ► X :JJ 11 A 

iei iei 

auxquels sont associés quatre couples de foncteurs adjoints pour la première suite spectrale, 

pour la seconde, pour la troisième et (ï*,î ! ) pour la dernière. Soit Q un faisceau 

de A- modules sur Xét- A chacun de ces couples de foncteurs adjoints est associé une résolution 
simpliciale, C* — ► J 7 , ou co-simplicialc, Q — > C où si j a : U(a) — > X, i a : W(a) — ► X, 

c p = jaiCG r c (x,cn= r c (u(a),g) 

aCI aCI 
|a| = -J>+l |o| = -p+l 

pour la première suite spectrale 

c p = n ô^ùlQ r c (x,^)= r(u(a),g) 

aCI aCI 
|a|=J>+l |a|=P+l 

pour la seconde (utiliser l'hypothèse que les Ui sont compacts et les U localement finis pour voir 
que T C (X, C p ) C T(X, C p ) = ri|Q|=p+i r(?7(a), G) est le sous-module formé par la somme directe), 

c p = n ivZS r c (x,g)= r(w(a),g) 

pour la troisième, 



qC-T qC-T 
|a|=J>+l \a\=p+l 



C p = II { ^o9 r c (X,C7P)= T w[a) {X,Q) 

aCI a<ZI 
|a|=-p+l |a|=-p+l 

pour la dernière (pour vérifier que cette dernière est une résolution il faut utiliser que lorsqu'on 
lui applique v elle devient une résolution et que puisque les intérieurs des Wi recouvrent X cela 
implique que c'est une résolution). 

Soit 7r : X 6t — ► \X\ la projection du topos étale sur celui de l'espace paracompact \X\. 
Rappelons qu'un faisceau H sur Xét est dit mou si sa projection tt^H est un faisceau mou au sens 
de Godement et si Va; £ A" le module galoisien lisse H x = i%'H, i x : M(K.(x)) — ► X, est flasque. 
Si H est mou alors Vz > R l n*H = grâce à l'hypothèse sur les fibres, et tt^H est r c (|X|, — )- 
acyclique. Les faisceaux mous sur X^t sont donc r c (X, — )-acycliques. Tout faisceau injectif est 
mou. On notera également que la notion d'être mou est une notion locale sur \X\. 

Soit G un faisceau de A-modules injectif. 

- Pour la première suite spectrale jaijaG est un faisceau mou car une somme directe 

ad 

M = -p+i 

finie de faisceaux mous est molle, la notion de mollesse est locale sur \X\, les (U)i sont 
localement finis donc la somme directe précédente est localement une somme finie et enfin pour 
une immersion ouverte (p : V c — > X ip* et tp\ transforment faisceaux mous en faisceaux mous. 
On déduit également de ces arguments que Va j* a g étant mou est T c (U(a), — )-acycliquc. 
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- Pour la seconde suite spectrale ja*jaG est urL faisceau injcctif comme produit de 

«CI 

M=p+i 

faisceaux injectifs (si ip : V > X est une immersion ouverte alors ip* , resp. y», a comme 
adjoint à gauche tp\, resp. y?*, donc et y>„ envoient les injectifs sur des injectifs). De même 
Va j*Q est injectif. 

- Pour la troisième C p = i a *i* a G est mou car la notion de mollesse est locale sur \X\, 

c|=P+l 

localement sur \X\ le produit précédent est fini, si ip : Z X est l'immersion définie par un 
domaine analytique compact alors <p* et ip* = <p\ conservent la mollesse. De même Va i* a Q 
étant mou et W^(a) compact il est T(W(a), — )-acyclique. 

- Enfin pour la dernière suite spectrale C p = ia*^' a G est injectif comme produit d'in- 

nCI 
o| = -p+l 

jeetifs puisque si ip : Z <— ► X alors et ip' , qui possèdent tous deux des adjoints à gauche, 
envoient injectifs sur injectifs. De même Va i a G est injectif. 
Les résolutions C* (G) sont fonctoriellcs en G- SiJ- — > Z" est une résolution injective le complexe 
total du complexe double T C (X, C'(T')) fournit les suites spectrales voulues. □ 

9.2. Le site quasi-étale de X et cohomologie à support compact. — On note Xét le 
site étale de X, X q ét son site quasi-étale ([5]) et enfin X q étc le site quasi-étale compact qui est le 
"sous-site" de X q ét formé des morphismes quasi-étales U — ► X avec U compact. 

Il y a un morphisme de sites X q é t — > Xét qui induit un morphisme de topos ( [5] section 3) 

Il y a également un morphisme de sites X q ét — * X q (,tc qui induit une équivalence de topos 

^qét ^qétc 

On en déduit un morphisme de topos 

(1/*, v r ) : X qétc — > X 6t 

auquel s'appliquent tous les résultats de la section 3 de [5] concernant 

Concrètement si T est un faisceau sur X^ t et f : W — ► X quasi-étale avec W compact 
on a r(W, v*T) = T(W, f*T). Si G est un faisceau sur X qÉtc et f : U — > X est étale alors 
r(C/, v^G) = hm T(W,J 7 ) où W parcourt les domaines analytiques compacts dans U. 

WCU 

Remarque 9.2. — Si X rig est l'espace rigide associé à X ([4] section 1.6) alors X ét s'identifie 
au topos rig-étale de X r%9 . Le fonetcur u* est pleinement fidèle d'image essentielle les faisceaux 
rig-étale surconvergents. De même si X ad désigne l'espace adique sur Spa(0#-, K) associé à X 
([17] section 8.3) alors X q6t s'identifie au topos étale de X ad et X ét au topos étale partiellement 
propre de X ad . Dans le cadre des espaces adiques le morphisme de topos (/i*,/i*) est alors celui 
noté Ox dans le chapitre 8 de [17]. 

Proposition 9.3. — Soit T un faisceau de A-modules sur Xét tel que v*T soit flasque sur X q ét c - 
Alors T est RT C (X, —)-acy clique. 

Démonstration. Appliquons la troisième suite spectrale du théorème 9.1 dont on reprend les 
notations. L'espace X étant paracompact il existe un recouvrement (Wi)ig/ tel que dans les hy- 
pothèses de ce théorème. De plus Va C / de cardinal fini 

Vq > H q (W{a), T) = H q (W(a), v* T) 
([5] théorème 3.3) qui est nul puisque W{a) est dans X q étc- d 
Proposition 9.4- — Soit T un faisceau flasque sur Xqétc- Alors T est v^-acy clique. 
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Démonstration. Pour q > le faisceau R q v*T est le faisceau associé au préfaisceau qui à 
/ : U — ► X étale associe H q (U q étc, /*■?")• Mais tout point d'un tel U possède un voisinage 
WcUoùW — > X est dans X qétc . Alors H*(W q êtc, U*F)\w) = H q {W, T) = 0. □ 

Proposition 9.5. — Soit T un faisceau fiasque sur X q ét c - Alors v*T est RT C (X, —)-acyclique et 
v*v*J : est fiasque sur X q é tc - 

Démonstration. D'après la proposition 9.9 il suffit de montrer que v*v Sf T est flasque. Mais si 
/ : W — > I est un morphisme dans X qûtc alors H q (W, v*v*T) = H q {W,v*{f*T)) = H q (W,T) 
d'après la proposition précédente. □ 

Corollaire 9.6. — Soit T un faisceau de groupes abéliens sur Xét tel que v*T soit fiasque sur 
Xqétc- Alors T est mou. 

Démonstration. Soit x G X et i x : M.(K,(x)) — ► X . Alors on a une égalité de modules galoisiens 
i*J- = i* x v*T qui est donc flasque. Soit maintenant U un ouvert de X et K C \U\ un compact. 
On doit montrer que l'application T(U,J-) — ► T(K,J-) est surjective où K est vu comme germe 
d'espace analytique dans X au sens de la section 3.4 de [5]. Mais il y a une suite exacte 

— > T e (U \ A", F) — » T C (U, T) — » T(K, T) — » Hl(U \ K, T) 

Le terme de droite est nul d'après la proposition précédente. □ 

9.3. Faisceaux équivariants lisses. — On applique maintenant le formalisme de la section 8. 

Soit G un groupe topologiquc possédant un sous-groupe ouvert profini et agissant continûment 

sur X au sens de la section 6 de [5]. D'après le théorème 7.1 de [5] le site X q étc satisfait aux 

hypothèses de la section 8. On note A^ q6tc _ G _| ss le topos des faisceaux G-équivariants lisses sur 
Y 

^qetc- 

Définition 9.7. — On note X ét _ G _ lss la catégorie des G-faisceaux sur Xét tels que v*T soit 
lisse. 

En d'autres termes un G-faisceau étale T est lisse ssi V/ : W — ► X quasi-étale avec W compact 
et K un sous-groupe compact ouvert de G dont l'action se relève à W le A-ensemble T(W, f*J~) 
est lisse. 

Lemme 9.8. — La catégorie A — X ét _ G _ lss est abélienne et possède suffisamment d'injectifs. Elle 
s'identifie à l'image essentielle par v* de K — X qétc _ G _ lss . 

Démonstration. Le fait que la catégorie soit abélienne résulte de l'exactitude de v* et de ce que 
A — X q6tc _ G _ lss est abélienne (corollaire 8.6). L'assertion concernant l'image essentielle résulte de 
ce que l'adjonction Id — > v*v* est un isomorphisme ([5] corollaire 3.5). L'assertion concernant 
les injectifs résulte de ce que A — A q ét c -G-iss possède suffisamment d'injectifs (lemme 8.7), si 

T G A — A q étc-G-iss et u : v* T T est un plongement de v* T dans un injectif alors T > 

v*v*T — > vj. est un morphisme vers un objet injectif. Ce morphisme est un monomorphisme 
car si Ti = ker v*u alors v* étant exact il y une suite exacte 

— > v H — > v J- — > v v*± — > 1 

et donc v*H = ce qui implique H = 0. □ 
Comme corollaire de la démonstration précédente on a. 



Corollaire 9.9. — Si T G A — X ét _ G _ lss et v*T — > T* est une résolution injective dans A 

T — ► vj.' 



X q étc-G-lss alorS 



en est une dans A — X ét _ G _ lss et de plus les faisceaux vj.* sont mous. 
Proposition 9.10. — La catégorie X^t—G—lss es t un topos. 
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Démonstration. L'assertion concernant l'existence de limites projectives finies, de limites in- 
ductives quelconques et de "bons" quotients par des relations d'équivalence résulte du cas de 
^qétc-G-iss puisque v* commute à ces opérations. Reste à exhiber un petit système de générateurs. 
Pour cela remarquons que les ouverts étales distingués engendrent la topologie de X^t- Maintenant 
si / : U — ► X est un morphisme étale avec U distingué, c'est à dire il existe une factorisation 
U W — ► X avec W — > X quasi-étale, W compact et W \ U un domaine analytique compact 
alors pour un sous-groupe compact-ouvert K suffisamment petit dans G l'action de K se prolonge 
à U et T{U) = lim T(U) K . Si hu désigne le faisceau représenté par U sur Xét on peut alors 

K 

former comme dans la section 8.3.4 le faisceau induit 

c-md^^hu = @ f\hu 

K\G 

où /] désigne les images à support propre au sens de [4] . Il est alors aisé de voir que cela forme un 
système de générateurs. □ 

Remarque 9.11. — Les limites projectives quelconques, non-finies, dans X ét _ H _ lss se calculent 
de la façon suivante : si est un système projectif de G-faisceau étales lisses alors sa limite 

projective est 

( lim ^)' SS 

où la limite projective dans l'expression précédente est prise dans la catégorie des faisceaux sur le 
site quasi-étale. 

9.4. Le complexe de cohomologie lisse. — Reprenons les hypothèses de la section 
précédente. 

Théorème 9.12. — Soit T un G-faisceau de A-modules lisse sur X^ t . Alors Vg > H^{X,!F) 
est un G-module lisse. De plus le joncteur 

A-X: t _ G _ /ss — G-B+(A) 
T — » RT C {X,T) 

où G — D + (A) est la catégorie formée des objets de 1D> + (A) munis d'une action de G, se factorise 
de façon canonique en un fondeur 

RT C - G (X, - ) : A - X~ ét _ G _ lss — » B+(A[G] lss ) 

où B) + (A[G]i ss ) désigne la catégorie dérivée des A-modules munis d'une action lisse de G. Ce 
fondeur est le fondeur dérivé de T C (X, — ) : A — X ét _ G _ lss — > A[G]i ss . 

Démonstration. Comme dans la troisième suite spectrale du théorème 9.1 si (W,), est comme 
dans l'énoncé de ce même théorème il y a un plongemcnt 

r c (i,f)^0r(ff„f) = 0r(w„ i /*f) 

tel iei 

et donc si T est lisse T C (X, T) est un G-module lisse. D'après le corollaire 9.9 il suffit alors de 
montrer que si 1 est un injectif de A — AT q6tc _ G _ lss alors vj. est T C (X, — )-acyclique. Mais d'après 
le théorème 8.16 le faisceau I sur X q ét c est flasque. Il suffit alors d'appliquer la proposition 9.5. □ 

9.5. Les quatre résolutions/suites spectrales permettant de calculer la cohomologie 
à support compact équivariantes lisse. — Comme précédemment X est muni d'une action 
continue de G. Rappelons qu'un ouvert U de X est dit distingué s'il s'écrit U = W\ \ Wi où 
Wi,W2 sont deux domaines analytiques compacts dans X. Un tel ouvert est stabilisé par un 
sous-groupe ouvert de G. 



Le théorème qui suit fait suite au théorème 9.1. 
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Théorème 9.13. — Soit T un G-faisceau lisse de A-modules sur Xét- Soit v*T — ► X* une 
résolution injective de J- dans A — X q ét c -G-iss et T — ► v*I* la résolution injective associée dans 
A — Xét-G-iss (proposition 9.9). Notons J- — ► J* cette résolution. 

- Soit (Ui)içi un recouvrement ouvert de X tel que Vz {j \ Uj Ci Ut ^ 0} soit fini. Supposons ce 
recouvrement invariant sous G au sens où \/g G G Vf G I 3j G / g.Ui = Uj. Il y a alors un 
isomorphisme dans 1D> + (A[G]; SS ) 

RT C „ G (X,T) ~ Tôt D'(J') 

où Q i — ► D*(Q) est le complexe simplicial fonctoriel en Q 

D p (G)= r c (u(a),g) 

|a|=-ï+l 

A cette résolution est associé la suite spectrale de A[G]-modules lisses 

E pq = H q {U{a),T) HP +q (X,F) 

- Soit (Ui)i£i un recouvrement invariant sous G localement fini de X par des ouverts distingués. 
Il y a alors un isomorphisme dans J} + (A[G]i ss ) 

RT C _ G {X,F) ~ Tôt D'(J') 

où Q i — ► D'(Ç) est le complexe co- simplicial fonctoriel en Q 

D p (Q)= T(U(a),g) 

CCI 
c|=p + l 

A cette résolution est associé la suite spectrale de A[G]-modules lisses 

E pq = H q {U{a),T) HP +q {X,T) 

- Soit (Wi)igj un recouvrement invariant sous G localement fini de X par des domaines ana- 
lytiques compacts. Il y a alors un isomorphisme dans B + (A[G]z ss ) 

RT C _ G {X,F) ~ Tôt D'(J') 
où Ç i — ► D'(Ç) est le complexe co-simplicial fonctoriel en Q 

D P (G)= r(W(a),g) 

aCI 
|a|=p+l 

A cette résolution est associé la suite spectrale de A[G]-modules lisses 
E pq = H q (W{a),T) HP +q (X,T) 

- Soit (Wi)ig/ un recouvrement invariant sous G localement fini de X par des domaines analy- 

o 

tiques compacts tel que les {Wi)i recouvrent X . Il y a alors un isomorphisme dans D + (A[G]; SS ) 

RT C _ G (X,T) ~ Tôt D'{J') 
où Q i — > D'(Ç) est le complexe simplicial fonctoriel en Q 

D p (G)= T w(a) {X,Q) 

a<ZI 
o|=p + l 

A cette résolution est associé la suite spectrale de A[G]-modules lisses 

E ï q = H wU X ^) H£ +q (X,F) 

Démonstration. Reprenons la démonstration du théorème 9.1 ainsi que ses notations. On utilise 
le corollaire 9.9 qui nous dit que nos faisceaux J* sont mous. 

Pour la première suite spectrale l'argument donné dans la démonstration du théorème 9.1 
fonctionne donc encore puisque comme expliqué si Q est mou ja.\3* a Q l'est encore. De plus 

CCI 
|q = -p+1 
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si G est G-équivariant lisse ce faisceau G-équivariant est lisse puisque si / : W — ► X est quasi-étale 
avec W compact alors 

«CI aCI 
|a = -j>+l |a=-j>+l 

et d'après le théorème 9.12 les sections à support compact sont lisses. 

Pour la seconde suite spectrale par contre en général si G est mou ia*j* a G n'est pas 

«CI 

q|=p + 1 

mou. Cependant il est T C (X, — )-acyclique. En effet, si <p : U X est une immersion ouverte 
et TL un faisceau mou sur Uét alors Ti. est cp*-acyclique puisque R q ip*H. est le faisceau associé au 
préfaisceau qui à / : V — ► X étale associe H q (f~ 1 (U), f*H) et f*H est mou. Donc si V est un 
ouvert relativement compact de X, donc ne rencontrant qu'un nombre fini de U%, 

H"(V, I] j a .3lQ)= H«(Vf)U(a),Ç)=0 

MCI «CI 

Q |=p+i M=p+i 

On conclu alors en appliquant la deuxième suite spectrale du théorème 9.1 que l'on a un faisceau 
T C (X, — )-acyclique. De plus, utilisant l'hypothèse que les ouverts Ui sont distingués on vérifie 
aisément que si G est équivariant lisse alors ju*j* a G l'est également. 

o|=p + l 

La troisième suite spectrale ne pose pas de problème puisque tous les faisceaux sont mous et 
lisses. 

La quatrième suite spectrale est laissée en exercice au lecteur. □ 



10. Cohomologie à support compact équivariante-lisse des espaces rigides généralisés 

Soit X un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion. Supposons le muni d'une action continue d'un 
groupe topologique G. La conditions de continuité signifie que pour tout ouvert quasicompact il de 
X tout entier n et tout / 6 r(il, Ox (g) Ok/^Ok) il existe un sous-groupe ouvert de G stabilisant 
il et laissant la section / invariante :Vk £ K k* f = f. 

Remarque 10.1. — Une définition naïve de la notion d'action continue consisterait à dire que 
pour tout il quasicompact et tout n il existe un sous-groupe compact ouvert K agissant triv- 
ialement sur il <£) Ok/^Ok: c'est à dire G agit continuement pour "la topologie forte" alors 
que la définition qu'on a donnée est au sens "faible" . Cependant avec cette définition le groupe 
topologiquc Gal(Fp|F p ) n'agirait pas continûment sur Spec(F p ) et plus généralement si X est un 
schéma sur Spec(F p ) le groupe Gal(F p |F p ) n'agirait pas continûment sur X^ . Par exemple si X 

est un espace rigide sur Q p Gal(Q p |Q p ) n'agirait pas continûment sur Xé)C p . Plus généralement 
si G est un groupe profini et (3Ck)kcG est une "tour" de schémas formels 7r-adiques munie d'une 
action de G, G n'agirait pas continûment sur lim Xk en général. 

K 

Commençons par vérifier que le site Xg-rig-ét satisfait aux différentes hypothèses de la section 
8. Tout d'abord d'après le corollaire 6.10 tout objet de ce site est quasicompact. 

Proposition 10.2. — le site Xs-rig—ét satisfait à l'hypothèse de continuité de la section 8.1. 

Démonstration. Soit 2} — > X un morphisme de type (£). Ce morphisme se factorisant par 
un ouvert quasicompact, ouvert stabilisé par un sous-groupe ouvert de G, on peut supposer X 
quasicompact. 

Supposons d'abord X affine. Ecrivons X = lim Xi où les Xi sont admissibles affines et Ox t C 

tel 

0%. D'après le théorème 5.8 il existe ïq G / ainsi que 2)' — > 3£i de type (£) et un isomorphisme 

ÇJ-Sj'xse- X 
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On applique le théorème de rigidité, la proposition 5.6. Soit N un entier associé à 2J — > X comme 
dans cette proposition. Par hypothèse, Xi étant topologiquement de type fini sur Spf(0A-), h 
existe un sous-groupe ouvert A dans G tel que Vfc G A le diagramme 

X ® O k /k n O k — ^ X ® O k /h n O k 



X l0 ® K /it N K X î0 ® O k /t^O k 

commute. Alors fe" 1 ®) = k' 1 (q" 1 (2)')) et donc fc" 1 ®) ® O k /tï n O k = q' 1 ®O k /it n O k ) = 
2) 0$ Ok/^ N Ok, comme X-schémas. D'après la proposition 5.6 on en déduit qu'il existe un pro- 
longement (f3k)k£K de l'action de A à 2) 

2j^2J 

* , * 
X^-X 

Nous avons besoin de caractériser ce prolongement de manière unique afin de le rendre "canonique" . 
Pour cela soit {V' a ) a un recouvrement affine fini de 2J' et Va (f a p)p, f a p G T(V' a ,Ofgi), un 
système fini de générateurs topologiques de la r(Xj , 0;£ io )-algèbre topologiquement de type fini 
r(V' a ,Osgi). Soit (V Q ) Q = {V' a ) a Xçqi 2J et Va,/3 f a/3 ®1 é r(V Q ,0<g) les sections obtenues par 
changement de base, sections qui engendrent topologiquement la r(X, 0.x)-algèbre T(y a ,Osy). 
Alors d'après l'assertion d'injectivité dans la proposition 5.6 (fîk)keK est l'unique relèvement de 
l'action de A à 2J tel que 

Va, /3 Vfc G A (3* k {f ap g) 1) = / aj9 ® 1 mod ir N 

Maintenant soit (W 7 ) 7 un autre recouvrement affine fini de 2J et V7 (gjs)s, g-yS G r(W 7 , Oç;), un 
système de générateurs topologiques de r(W 7 , 0<g) comme T(X, 0£)-algèbre. On vérifie aisément 
qu'il existe un sous-groupe ouvert A' C A tel que 

V7, S Vfc G A'' Plg-yS = 3 7 5 mod 7r w 

A partir de cette constatation la cas X général se déduit du cas affine par recollement en 
utilisant cette dernière assertion (et toujours quitte à se restreindre à des sous-groupes ouverts 
plus petits). Plus précisément si l'entier N est associé à 2) — > X comme dans la proposition 5.6 
soient X = (J Q il a ,resp. 2) = [J a pVa/3, deux recouvrements affines finis de X, resp. 2J, tels que 
V a p — ► U a . Soit Va, (3 (/ Q /3 7 ) 7 , / Q| a 7 G r(V Q /3,0<g) un système de générateurs topologiques de 
la r(it Q , Oje)-algèbre r(V Q| g, C?g). On montre alors qu'il existe un sous-groupe ouvert A C G tel 
qu'il existe un unique relèvement ([3k)keK de l'action de A sur X à 2J vérifiant 

Va, (3, 7 Vfc G A /3fe/ a/ 3 7 = / Q /3 7 mod 71^ 

Le fait que cette action relevée est "canonique" au sens de la section 8.1 se déduit par une 
nouvelle application de l'assertion d'injectivité dans la proposition 5.6. □ 

Proposition 10.3. — Le site Xs-rig-ét satisfait à l'hypothèse de la section 8.6. Etant donnée 
une famille finie (V; — ► ïï))iei de morphismes dans la catégorie Sx des morphismes de type (£) 
au dessus de X si 

3 = ( x v t ) adh 

désigne le produit fibré de cette famille au dessus de 2J il existe une famille finie (ii a — ► 3)a de 
morphismes au dessus de X où Va ii a — ► X est de type (£) et que VF G X £ _ rig _ ét l'application 

Hom?~ ( x h v „ g ,T) — >TTj"(H Q ) 

soit injective. 
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Démonstration. Le morphisme 2) — > X se factorisant par un ouvert quasicompact on peut 
supposer X quasicompact, ce que nous ferons. 

Supposons le résultat démontré lorsque X est affine. Soit X = [J k W& un recouvrement affine. 
Appliquant le résultat dans le cas affine on en déduit l'existence de familles Vk (ii a — ► 3 
Wk)aeA k vérifiant les hypothèses voulues lorsqu'on tire la situation en arrière à l'ouvert Wfc. On 
vérifie qu'alors (il Q — ► 3)fc.aeA fc vérifie bien les conclusions de l'énoncé. 

Soit donc maintenant X affine. Ecrivons X = lim Xj où V/ Xj est admissible affine. D'après 

le théorème 5.8 il existe jo G J ainsi qu'une famille (y[ — > dans £x jg induisant la famille 

(V, — > 2))ie/ en niveau infini 

[(V,' — » 2)')iei x* 3o X] ad ' 1 * (V< — 

Le produit fibré 3' = ( x V l ') ad ' 1 est un X,- -schéma formel rig-étale. D'après le théorème 5.5 il 

te/,®' 

existe un Xj -morphisme W — > 3' tel que W — > Xj soit de type {£) et W" 9 — ► 3'™ 9 soit un 
morphisme couvrant. 

Alors (W X| Jo X) adh — > 3 satisfait aux hypothèses puisque Mj > le morphisme (W Xx jo 
Xj)" 9 (3' xx ]0 %j)" 9 est couvrant et X~_ ng _ ét ~ fini (3£,-)rt fl -éf 1=1 

Soit maintenant le foncteur 

Li(X" 9 , -) : A - (Xf:_„ s _ct)G-iss — > A[G]iss 

i — > L^X" 9 ,^) 

qui est bien à valeurs dans les A[G]-modules lisses puisque si (Wi)iei est un recouvrement locale- 
ment fini par des ouverts quasicompacts alors 

r,(r»,j)M0r(w„j) 

Considérons le foncteur dérivé RT\(X" 9 , — ) à valeurs dans B + (A[G]i ss ). D'après le corollaire 7.7 
et le théorème 8.f6 sa cohomologie calcule la cohomologie à support compact munie de son action 
lisse de G. 



11. Cohomologie à support compact équivariante-lisse des tours d'espaces 

analytiques 

11.1. Hypothèses et notations. — Soient G et H deux groupes topologiques possédant un 
sous-groupe ouvert profini. On suppose fixé un sous-groupe compact ouvert G de G. 
Soit S la catégorie dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G , 

VA', K' G Ob(S) Hom 5 (A, K 1 ) = {g e K\G \ g" 1 Kg C K'} 

et 

V.9i G Hom 5 (A, K') Vg 2 G Hom 5 (A", K") g 2 o gi = gjgï 

(on vérifie aisément que cette opération de composition est bien définie) . 

Supposons nous donné un foncteur K i — ► Xk de S dans la catégorie des espaces analytiques 
de Bcrkovich paracompacts munis d'une action continue de H. En particulier VA C G \fg G G 
tel que g -1 Kg C G il y a un isomorphisme iJ-équivariant 

.9 : Xk — > X g -i Kg 
trivial si g G A et si A' C A G G il y a un morphisme iî-équivariant 

kk',k '■ Xk> — ► Xk 
Ainsi si A' < K Xk> est muni d'une action de A/ A' au dessus de Xk- 
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Nous ferons l'hypothèse supplémentaire suivante : si K' < K alors itk>,k ■ Xk 1 — > Xk est 
un K/K'-torsem étale. On en déduit que VK' C K ~kk',k est étale fini et que l'on a un "pro-A'- 
torseur" (Xk')k'ck — ► Xk et en particulier un "pro-G°-torseur" au dessus de l'objet final de 
notre tour (Xk)kcg° — > Xqo. 

Il y a également des correspondances de Hecke : si K C G et g £ G il y a un diagramme 



XxngKg- 1 >• X g -i KgnK 




Exemple 11.1. — On peut prendre Xk = Mk un espace de Rapoport-Zink ([21]) où G = 
G(Q p ), G est un sous-groupe compact maximal et H = par exemple la tour d'espaces de 
Lubin-Tate considérée dans [10] avec G = GL„(F) et H = D x ou bien celle de Drinfeld avec 
G = D x et H = GL n (F ). Plus généralement si E désigne le complété de l'extension maximal non- 

ramifiée du corps reflex associé à l'espace de Rapoport-Zink on peut prendre Xk = M.k®ëE, 

G = G(Q P ) et H = JbxGal(E\E). Un autre point de vue pour incorporer l'action de Galois consiste 

à prendre G = G(Q p ) x Gal(È\Ë), H = J b , si K = K x x K 2 où K x C G(Z p ) et K 2 = Gal(S\M), 
Xkixk 2 = M-K\ ®e M (avec les conditions imposées sur notre tour cela est suffisant pour la 
définir puisque les groupes de la forme K\ x K 2 forment une base de voisinage de l'identité dans 

G(Q P ) x Gal(I|£T)). 

11.2. Faisceaux de Hecke sur la tour. — 

11.2.1. Définitions. — Les systèmes K i — > (-X"i<r) ét _ iî _ lss , resp. K i — > (X^qétc-H-iss' ^ cs H- 
faisceaux étales lisses, resp. sur le site quasi-étale compact, forment deux systèmes de topos fibrés 
au dessus de la catégorie S. 

Définition 11.2. — Nous noterons 7iét, resp. Hqétc, les topos totaux associés aux topos fibrés 
précédents ([20] chapitre VI). On les appellera faisceaux de Hecke étales, resp. quasi-étales, sur la 
tour. 

Par exemple Hét est la catégorie des (F^kcg ! ou est un H- faisceau étale lisse sur Xk, 
munis de morphismes iJ-équivariants 

y g e G tel que g^Kg c G° g*T g -i Kg — > T K 

égaux à l'identité si g e K , satisfaisant à certaines conditions de cocyle lorsqu'on les compose et 
de morphismes iï-équivariants compatibles aux morphismes précédents 

VA" c K 7t k , k T k — » T K > 

eux-mêmes soumis à des conditions de compatibilité lorsque l'on a trois groupes K" C K' C K. On 
remarquera en particulier que les conditions de cocyle imposent que les morphismes g* ' T g ~\K g — *■ 
Tk soient des isomorphismes. 

Dans la suite on notera en abrégé (J-k)k un tel objet du topos total, sans faire référence aux 
morphismes de compatibilité précédents qui seront sous-entendus. 

La terminologie faisceaux de Hecke provient de ce que si [Tk)k est comme précédemment, 
K C G et g G G il y a une correspondance cohomologique de Tk dans lui-même supportée par 
la correspondance de Hecke associée à K et g 

9* n g-^KgnK.K^K ► ^KngKg-^K^K 

et de plus cette correspondance cohomologique ne dépend que de la double classe KgK € K\G/K 
au sens qui suit. Si ki, k% G K et g 1 = k\gk 2 il y a un isomorphisme entre correspondances de Xk 
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dans lui-même 




Via cet isomorphisme les deux correspondances cohomologiques associées à g et g' se correspon- 
dent. 

Définition 11.3. — Pour • G {ét,qétc} on notera 7i c t art les objets cartésiens du topos total H,. 

En d'autres termes il s'agit de la sous-catégorie de Tt, formée des (J-r)k tels que 

VK' c K c G K T K F K > 

soit un isomorphisme. En particulier si K' <3 K on a Tk = {^r 1 ,k*3~k') k ^ k ■ 

On notera que le foncteur (Tk)k 1 — > ^g de H^ art dans le topos (Xqo) h _ 1ss des faisceaux sur la 

base de la tour est fidèle. 

Exemple 11. 4. — Considérons l'espace de Rapoport-Zink des déformations d'un groupe p- 
divisible étale muni d'une G-structure où G est un groupe réductif non-ramifié sur Q p . On a alors 
G = G(Q P ) =H,G° = G(Z P ). Alors si L = Qjp on a 

M K = Il M(L) 

K\G 

sur lequel H agit à gauche et G à droite par correspondances de Hcckc. Les faisceaux de Hccke 
cartésiens sur la tour s'identifient alors aux ensembles munis d'une action lisse de G(Q P ) x Gal(L|L) 
(il s'agit d'un cas très particulier de la proposition 11.22 puisque dans ce cas là l'espace des périodes 
est réduit à un point). 

11.2.2. Propriétés de base des catégories de faisceaux de Hecke. — H y a des triplets de foncteurs 
adjoints pour tout K C G et • e {ét, qétc} 

(Xk)»-H-Iss ^— c k — — 

»KI 

où 

- i*K{{^K')K') = J~k qui cs t le foncteur "restriction à un étage" 

- {iK*J~)K' = Oi^J-K (produit dans la catégorie des iî-faisceaux lisses, cf. remarque 

a:K — *K ' 
s 

9.11) 

- {ïk\F)k' = (J) a*T K 

a-.K'^K 

s 

(cf. [20] chapitre VI section 5). On notera en particulier que l'existence de l'adjoint à droite 
ix\ de i* K implique que si {Tk)k est un objet injectif de A — Ti., alors \/K J~k en est un dans 
A — (Xk)»-h-\ss- 
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Si K' — ► K est un morphisme dans S il y a un diagramme 1-commutatif de morphisme de 
topos 

(^g , )qctc-g ( * {XR')ét-H 
( X K) q6tc -H ( (^if)ét-JÎ 

(utiliser le fait que le morphisme J^' — > Xk est étale fini) qui induit un morphisme de topos 
fibres d'où un morphisme de topos 

{v* , v*) : H q étc — ► 'Hét 

qui commute à la restriction aux étages : v*((Fk)k) = [ v *Fk)k et v *{{Fk )k) = [ v *^k)k- Ce 
morphisme satisfait donc à toutes les propriétés déjà énoncées dans le cas d'un espace de Berkovich 
seul (i.e. pas dans le cas d'une tour). En particulier v* : TL^t — ► 7i q étc est pleinement fidèle et il 
y a un isomorphisme Id — > v*v* . 

Lemme 11.5. — Les catégories A — TL q étc et K — Jiét sont abéliennes et possèdent suffisamment 
d'injectifs. De plus si [Tk)k est un objet injectif de l'une de ces catégories alors \/K Tk est un 
objet injectif de la catégorie des faisceaux H-lisses sur Xk correspondante. Si (J-k)k G Hét et 
v*(Tk)k — > (^k)k est une résolution injective dans TL q étc alors (J~k)k — > v *{1- % k)k en est une 
dans Tiét telle gue les v^T^ soient des faisceau mous. 

11.2.3. Propriétés de base des catégories de faisceaux de Hecke cartésiens. — Soit • G {ét, qétc}. 
L'inclusion H^ art H, possède un adjoint à gauche k défini par V(J-k)k k{{Tk)k) = [Qk)k 
où 

Q K = lim {7T K , t K*J r K') K/K ' 
K'<lK 

dont on vérifie facilement que c'est naturellement un faisceau de Hecke cartésien. De plus k est un 
foncteur exact. 

Proposition 11.6. — La catégorie 7^ art est un topos. 

Démonstration. L'existence de limites projectives finies résulte de ce que si K' C K C G 
n K' k commute à ces limites et donc si ((J I 'i l K)K)iei est un système projectif fini de faisceaux 
cartésiens sa limite projective dans 7i., ( lim T^k)k-, est cartésienne. Il en est de même pour 

tel 

les limites inductives quelconques et les "bons" quotients par des relations d'équivalence. Reste à 
voir l'existence d'une famille génératrice. Mais si (C a ) a çA en est une de TL, alors (K(C a )) ae A en 
est une de H c . art . □ 

Il résulte des discussions précédentes que si J- — > T* est une résolution injective dans A — H^ art 
alors c'en est une dans A — TL m . Comme dans la section précédente il y a un morphisme de topos 
(v* ,v*) : 7iqf£* — ► li, c £ rt . Et le lemme 11.5 reste valable dans ce contexte en remplaçant TC par 

11.3. Le complexe de cohomologie à support compact de la tour. — Si [Tk)k G Wét-iss 
et K' C K étant donné que Xk> — > Xk est étale fini il y a un morphisme 

7T^, K 

F c (X k ,Fk) : — > r ' c (Xk' ,t^k' ,k^k) — ► T^Xk'jFk') 

où le deuxième morphisme est induit par les morphismes de transition dans la définition du topos 
total. De plus on a vu dans la section 9 que ce sont des if-modules lisses. On obtient ainsi un 
système inductif de iï-modules lisses muni d'une action de G. 
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Définition 11.7. — On note T c (7i, — ) : A — riêt-Us — > A[G x iï]i ss le foncteur qui à [Tk)k 
associe 

lim Y C {X K ,T K ) 

KcG° 

On note RT c (TCét, — ) le foncteur dérivé correspondant à valeurs dans D + (A[G x ff]i ss ). 
Théorème 11.8. — Le foncteur (Tk)k 1 — ► RT C (TC, (JFk)k) est tel que 

~iiH l {RT c {n éu {T K ) K ))= lim H l c {X K ,T K ) 

K 

Démonstration. C'est une conséquence du lemme 11.5 qui affirme que (Tk)k possède une 
résolution injective qui après oubli de l'action de H est molle étage par étage. □ 

Remarque 11.9. — D'après les résultats de la section 11.2.3 le foncteur dérivé précédent évalué 
sur un faisceau de Hecke cartésien peut se calculer avec une résolution injective de faisceaux 
cartésiens. C'est par exemple le cas du faisceau constant A. 

Remarque 11.10. — Si l'ordre du groupe profini A'o, Ko C G , est inversible dans A alors 
le foncteur M i — > M K ° de A [G x H] lss — > A[iT] lss est exact et RT C {H &U (T K ) K ) K ° = 
RT c (Xji , Tkq)- Ce foncteur d'invariants sous K se factorise en fait en un foncteur A[Gx H]\ as — ► 
H(K \G/K ) <8>a A[iï]i ss où H(K \G / K ) désigne l'algèbre de Hecke des fonctions bi-invariantes 
sous K à valeurs dans A et RT c (Hét, {Fk)k) K ° est le complexe de modules sur l'algèbre de 
Hecke donné par l'action des correspondances de Hecke coliomologiques. 

11.4. Objets cartésiens sur la tour et domaine fondamental pour l'action des corre- 
spondances de Hecke. — 

11.4-1. Introduction : recollement de faisceaux équivariants. — Soit X un espace topologique 
muni d'un recouvrement ouvert (Z7i)ig/. Notons Uij = Uj H Uj et Uijk = Ui H Uj H U^. Le topos 
X des faisceaux sur X est équivalent aux objets cartésiens du topos total du diagramme suivant 

il,, a u~ k = 11, . u; 3 — h, u; 

Traduit en termes usuels cela signifie que se donner un faisceau sur X est équivalent à se donner 

une collection (J r i)iei de faisceaux sur les {Ui)% munis d'isomorphismes flij : 3~i\Ui- * •^i\v i - 

vérifiant (3 i3 \u„ k 0jk\u ijk = fok\u l]k - 

Soit maintenant G un groupe agissant sur X. Se donner un G-faisceau sur X est équivalent à 
se donner un objet cartésien du topos total associé au diagramme usuel 

G x G xX~ f G x X T X~ 

c'est à dire des isomorphismes Vg G G a g : g* T > T vérifiant Vgi, 172 ce 92 o g2& gi = ot gig2 . 

Supposons maintenant que G agisse sur / et que Wi g.Ui = U g ,i- Se donner un faisceau G- 
équivariant sur X est alors équivalent à se donner un objet cartésien du topos total associé au 
diagramme 

IL.,.;, U~ k Ui,j U~ 3 : Ui I , 



Gxi[,,r,,^ = f; H, r , 



g x g x Ui u; 

où on laisse le lecteur deviner les différents flèches de ce diagramme. Traduit en termes usuels cela 
signifie que se donner un G-faisceau sur X est équivalent à se donner des faisceaux {Fiji^i sur les 
(Ui)i munis 

- d'isomorphismes : F^u^ Fj\ U{j vérifiant Pij\u ijk P 3 k\u iJk = Pik\u ljk 
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d'isomorphismes Vg,i a g .i : g*T g .i ► Ti vérifiant a gi .i o g\Otg 2 ,g 2gi .i = a g2gii j 

enfin on demande que le diagramme suivant commute 

9*{Fg.i\U a .i„g.j) > Fi\Uij 



9*(^g.j\U g .i, g .j) ■ 



Soit maintenant Vi 6 / Gj = Stabc^j)- Posons VA C 7 G a = flieA ^ stabilise donc 
Hie a P° ur un iÊ-f notons Gj — U i le topos des Gj-faisceaux sur {/,. 
Pour .9 G G on a G„.j = gGig^ 1 et il y a une équivalence 



3*:G fl 



Gj - Us 



induite par le morphisme d'espaces équivariants (g, int g ) : (Ui, Gj) — ► {U g .i, G g .j). Si 3 € Gi cette 
équivalence est le fonetcur 

G, — C/j ► G; C/ ^ 
.T 7 h-> T 9 

où J 79 est le Gj-faisceau "tordu par l'automorphisme intérieur" int g de Gi. 
Pour un tel g G Gi il y a un isomorphisme de foncteurs 

7î , g : (-)» ^ Id 

donné pour un T G Gj — L/j par l'action de 5 : g*JF — > T. 

Soit maintenant (Ti)^ G liiez ^» — une collection de faisceaux équivariants. Se donner un 
G- faisceau T sur X tel que Vz G 7 .Fi^ ~ Fj comme Gj-faisceaux est équivalent à la donnée 

- d'isomorphismes de G y -faisceaux : Fi\u zj ^iWa vérifiant Pij\u iJk Pjk\u ijk = Pik\u iJk 



d'isomorphismes de Gj-faisccaux Vg,i a g ^ : g*T g .i 



J-i vérifiant a 



gi.i 9\ a gi,gigi-i 



a a 



et tels que si g G Gi on ait a g 



7i. g l'isomorphisme donné par la structure de 



Gj-faisceau sur Ti 

enfin on demande que le diagramme suivant commute 



9*{F g .i\U gA , g . i 

9'Pg.i.g.j 

g*(Fg.j\U, 



%\Uij 



m-. 



11.4-2. Hypothèses et notations. — Nous ferons désormais les hypothèses suivantes. Il existe un 
domaine analytique compact W dans la base de notre tour Xqq tel que 

- Lorsque (g, h) G G x H parcourt G x H l'image par les correspondances de Hcckc 



^G°n g G° g - 1 



^g- 1 G°gnG° 





{g, h) 



Xqo Xqo 

de W, les 7r 9 -i G o gnG o iG o ((g, h).-ïï G l ngG o g -i G o (W)) , recouvrent X G o. 

Soit H° le stabilisateur dans H de W (qui est nécessairement un sous-groupe ouvert). On 
suppose l'existence d'un sous-groupe central Z dans G x H tel que Z agisse trivialement sur 
la tour. Notons alors 

1= (G°\G x H/H°)/Z 
et Vz G I z.W C X G o l'image de W donnée par la correspondance de Hecke z. On suppose 
alors que 

Vzel {z' G X I z'.W n z.W + 0} est fini 
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Exemple 11.11. Prenons le cas des espaces de Lubin-Tatc étudié dans [10]. Avec les nota- 
tions de l'article [10] l'espace de Rapoport-Zink sans niveau M s'écrit A4 = JJ Z X an où X désigne 
l'espace de Lubin-Tate. Alors le domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la composante in- 
dexée par G Z satisfait aux hypothèses demandée à W. L'ensemble X consiste en les sommets 
de l'immeuble introduit dans [10]. 

Exemple 11.12. — Dans le cas de l'espace de Rapoport-Zink associé à l'espace de Drinfeld fi, 
A4 = ]J Z fl on peut prendre pour W l'image réciproque d'un simplexe maximal dans l'immeuble 
via la rétraction de fi sur l'immeuble. 

11.4-3. Les topos équivariants fibres en un sommet de "l'immeuble". — 

Définition 11.13. — Soit z = [g, h] G X. On note G z = g^ 1 G°g, H z = hH^hr 1 . Pour K C 
G z fl G un sous-groupe ouvert on note 

W ZtK = (g,h).7r^ g _ 1>G0 (W) C X K 

,G° 
X G 

De même si 1 C X est un sous-ensemble fini on note Gi = C\ ze jG z , Hj = f] zeI H z et pour 
A c G, n G W hK = f] zei W *,k C X K . 

Remarquons que si K G G/ fl G , g G G/ et h G Hj sont tels que g~ 1 Kg G G alors g~ 1 Kg C 
Gi H G et (g, h) induit un isomorphisme 

(g, h) : Wi, K W/.fl-iJï'g 

On obtient ainsi une tour (Wi^KcGinG satisfaisant aux même conditions que la tour A i — > Xk 
en remplaçant G par G/, G par G/ nG° et iï par if/. Cette tour est plus simple car pour celle-ci 
Gi est compact. 

Définition 11.14- — Soit I C X un ensemble fini. On note 7Yq?[' 7 la catégorie des objets 
cartésiens du topos total du topos fibré G/ fl G D A' i — > (W/ i j<r) qétc _ JÎ/ _ lss au dessus de 
la catégorie des sous-groupes ouverts de G/ fl G munis des morphismes Hom(A', K') = {g G 
K\Gi | g~ x Kg G A'}. On note de même Ti^j en remplaçant quasi-étale par étale. 

Lemme 11.15. — Soii • G { ét, qétc} . Soit I comme précédemment et Kq g G/ n G £eZ çue 
Aq < G/. Alors l'application qui à {F^KcGjnG £ TCj^j associe Tk muni de son action 
de Gi/Kq x Hi compatible à celle sur Wt,k es ^ une équivalence de catégories entre W™/' e ^ 

{ W K ,l). tGl/KaxHl _ lss - 

Démonstration. C'est une conséquence du rappel du début de la section 8.8 sur les faisceaux 
équivariants sur un torseur. En effet, si K G A'o il suffit de poser Tk = ^kk 3~k - Pour K G 
G/ (~1 G général il suffit de choisir K' < G/ tel que A' C A et K' G A'. Alors 

^ff = {~KK' ,K*{-K* K > ,K Fk )) K/K 

On vérifie alors que l'action de Gi/Kq sur Tk définit bien un objet cartésien de notre topos 
fibré. □ 
On a même le lemme suivant. 

Lemme 11.16. — Soient • G {ét, qétc] et I comme précédemment. Soit K G G/ n G tel que 
A < G/. Notons Wi := Wij</(Gi/K). Alors W^ K — ► Wi est un (G / /A) -torseur étale et il y a 
une équivalence 

W^Hj-iss ► (W / r).,ff / -i ss 
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Démonstration. Elle ne pose pas de problème. □ 

Exemple 11.11. — Dans le contexte de l'article [10] on trouve donc que pour un sommet z 
de l'immeuble les objets de s'identifient aux 0^,-faisceaux lisses sur la cellule sans niveau 

associée au sommet z. 

Il y a une action deGxH sur 1 (l'action de G se faisant à droite) telle que VI Gçgj^j = g~ 1 Gig 
et H( g hyj = hlïihr 1 . Cette action induit un isomorphisme pour / et K C Gi H G suffisamment 
petits 

(g, h) : Wi, K —> W( gth )j t g-i Kg 

Cela n'induit pas un isomorphisme entre les tours (Wi t K)iC(zGinG et {W( gi h).i,K)KczG, g h) ,nG° car 
il faut se restreindre à des K suffisamment petits. Néanmoins d'après le lemme 11.15 cela induit 
une équivalence entre les systèmes de faisceaux cartésiens sur les tours 

((9,h)*,(g,hT) :H™? ^KJl^ 

De plus si J C / il y a une application de restriction 

njeart . n/cart 

H-;J > rl,J 

11. 4-4- Reconstruction des systèmes de faisceaux cartésiens sur la tour à partir de ceux sur les 
tours en chaque sommet de l'immeuble. — 

Théorème 11.18. — Il y a une équivalence de catégories entre les systèmes cartésiens de fais- 
ceaux quasi-étales sur la tour, TC^*, est les (J-i)iei, où Ti € Ti^étli 

- munis d'isomorphismes Vi,j (3ij ■ J'i\ r H cclrt y ^j\H caTt satisfaisant 

- munis d'isomorphismes V(g, h) G G x H Vi ct( gi h),i '■ (ff: h)*J'rg,h).i > F% satisfaisant 

V(.9, h), {g', h') Mi a( g >,h'),{,g,h).i ° i.9, h )*°^g,h),i = a(g>g :h >h).i 

et tels que si (g, h) S G,; x Hi alors oii g> h),i s °it l'action de Gi x Hi sur le système de faisceau 
Fi 

- et enfin tels que le diagramme suivant commute 

((g, h)*T { g^ )A )\ n .art 1 ^ Fi\H% rt 

(g,h)' P{g,h).i,{g,h). L 

((g, h )*F(g,h)-i)\n% rt > T ]\h-y 1 

o 

Lorsque les images par les correspondances de Hecke de W recouvrent Xqo on peut remplacer 
quasi-étale par étale. 

Démonstration. Il y a un fonetcur qui à {!Fk)kcG° G ^qétc ass °ci e 1 & collection des 
{Fk \Wi K )K<zGir\G° £ ^q?tci lorsque i varie dans 1 et dont on vérifie que c'est bien un ob- 
jet cartésien comme dans l'énoncé du théorème. 

Montrons que ce foncteur induit une équivalence. Soit donc {Fi t K)i£i,KcGinG un système de 
faisceaux comme dans l'énoncé. Ecrivons 



k 

k>l 
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où Vfc A k est un ensemble fini, A k c A k+1 et (G x H°).A k = A k . Alors 




où dans l'union précédente pour un k donné A C G^ n G est quelconque, on peut prendre en 
particulier K k := Ga u n G < G . Il y a un revêtement galoisien de groupe G /K k 

domaine analytique 

l) teAk w %Kk < ™* ^ X Kk 



n K k ,G 



°(U 



X, 



G" 



Les iî°-faisceaux quasi-étales lisses (^i K k )ieAk se recollent grâce aux données de recollement de 
l'énoncé en un G°/K k x 77°-faisceau lisse quasi-étale Q k sur UieA fc ^i,K k - Ce faisceau descend en 
un iJ°-faisceau lisse H k = {^K k ,G a *Qk) G ^ Kk sur TfK k ,G° (UieA fc W^k)- Lorsque k' > k il y a des 
identifications r H k i\.„ K G0 (u i€Ak Wi Kk ) ~ Cela définit par recollement un iï°-faisceau lisse JF^o 
sur X G o. On pose alors VA' C G .Frt = ■k^qoTq - 

On doit maintenant montrer que ce système de faisceaux est muni d'une action de G x H, c'est à 
dire définir des isomorphismes naturels VA' C G° W(g, h) tels que g~ 1 Kg C G (.g, hyT g -\ Kg 
Tk - Cela est fastidieux mais ne pose pas de problèmes particuliers. On en laisse donc la vérification 
au lecteur. □ 

Remarque 11.19. — Quitte à remplacer W par un nombre fini de ses itérés sous des correspon- 

o 

dances de Hecke on peut toujours supposer que les itérés sous les correspondances de Hecke de W 
recouvrent Xqo. 



11.5. Faisceaux cartésiens sur la tour et espaces de périodes. 

l'existence d'un morphisme étale d'espaces analytiques 



Supposons maintenant 



n : X G o 



P 



tel que P soit muni d'une action lisse de H et II commute à cette action. Supposons de plus que 
II est G-invariant au sens où V<? G G le diagramme suivant commute 



^G°ngG° 6 



X 



g- 1 G° g nG° 




On peut alors définir deux foncteurs pour • S {ét,qétc} 



a : P. 



-H-ls, 



n: 



((no7r KiG o)*e) 



KCG° 



(3 : n c . art 

(Fk)kcg° 



• -H-lss 

lim (II o tt k G o) Jr J r K 

KCG° 
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où l'action de G sur lim (noTr^c )*^""^ se fait de la façon suivante. Pour g £ G et K suffisamment 

KcG° 

petit tel que K C G a fl g~ 1 G°g il y a un isomorphisme Tk — g*J~ g K g -i qui induit 

(II O TTk,G°)*^K - {^ ^K,G°)*{9*^ a Kg-^) 

= (n o ir K:G a o g)*F gKg -i 

= (Il o n gK g-\G )*F g K g -i — ► lùu (fi o tt K ' ,g°)*Fk' 

K'CG° 

On vérifie que lorsque K varie ces morphismes sont compatibles et que donc g induit un automor- 
phismc du faisceau limite inductive. 

Une autre description du foncteur j3 en termes de correspondances de Hecke sphériques plutôt 
que d'invariants sous G est la suivante. Si K C G étant donné que ^* KG o^Fg ~^ J"K il y a un 

G° 

monomorphismc T g q (ttk,g")*J~k tel que si K < G on ait [(ttk,g°)*3~k] = T g q. Donc 



lim (11 o 7Tj^ qo k 
kcg° 



C 



lim (II o ttk^hFk 

KcG° 



lim [(noTT^Go)*^] 
K<G° 



g" 



Maintenant si g G G il y a deux flèches 

11*^0 . (fi o TtG°ng- 1 G°g,G )*FG ng- 1 G a g 



(IT O TT G o ng -i G o g G o) :t g^J r gG o g -i 



(il o 7r 9 Gro fl -inG°,G°)*J : gG! ff- I nG 



ainsi que la flèche tautologiquc 

Vg '■ II*,Fg° ^ (If o 7T gG o 

Alors 



g-^GO.G )*-^ gGf'g-inG 



_ / Va ^ 

Il kcr n^^G > ( n ° ^gG 

zG/G" \ Ôg 



g- 1 r\G ,G )*^gG°g- 1 nG 



gec/G« 

Lemme 11.20. — Les deux fondeur précédents P m ^n-iss 



■ j^cart en i re faisceaux de Hecke 



13 

cartésiens sur la tour et faisceaux sur l'espace de périodes sont adjoints l'un de Vautre : a est 
l'adjoint à gauche de [3. 

Démonstration. Cela résulte facilement de la seconde description du foncteur (5. □ 

Remarque 11.21. — Si II est surjectif alors a est fidèle puisque II : X G o — > P est un recou- 
vrement étale. 

Proposition 11.22. — Supposons l'existence d'un domaine analytique compact W C X G o satis- 
faisant aux hypothèses de la section 11. 4 et tel que de plus Tl\ w soit un isomorphisme entre W et 
II(W). Alors (3 est pleinement fidèle et donc a et (3 induisent des équivalences de catégories entre 
faisceaux sur l'espace de périodes et faisceaux cartésiens sur la tour. 

Démonstration. Grâce à la description donnée dans la section 11.4 des faisceaux cartésiens 
comme recollés de faisceaux en chaque sommet de "l'immeuble" X on vérifie que 

@{{Fk)k)\ti{w) = ïï*((Fg°)\w) 

□ 

Remarque 11.23. — Dans la proposition précédente pour traiter le cas du site étale il faut 
remarquer que si \i\w est un isomorphisme alors puisque II est étale il existe un domaine analytique 
compact W contenant W dans son intérieur et tel que rl^y soit un isomorphisme. 
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11.6. Rajout d'une donnée de descente. — Soit une extension de degré fini et F = 

F nr . On note a G Aut(A) le Frobenius de F nr \F. Plaçons nous dans le cadre précédent et sup- 
posons que notre tour A i — ► Xk est une tour de A-espaces analytiques. 

Supposons de plus que la tour est munie d'une donnée de descente à F c'est à dire un morphisme 
entre foncteur de S vers la catégorie des A-espaces analytiques munis d'une action de H 

a '■ (Xk)kcg — > ( x k^)kcg° 

Cette donnée de descente ne sera pas nécessairement supposée effective. Notons pr : (X^)k — > 
{X K ) K la projection de {X K ) K è>p a F vers (X K ) K . 

On peut alors considérer les faisceaux de Hecke sur la tour munis d'une donnée de descente 
c'est à dire pour • G {ét, qétc} le topos total du diagramme de topos 

Id 

proa 

dont les objets sont les [Tk)k munis de morphismes A-équivariants compatibles aux morphismes 
de la tour a*F^ — ► Tk- 

Notons alors „H, le topos des faisceaux de Hecke munis d'une donnée de descente et a TL^ art 
le même en remplaçant faisceaux par faisceaux cartésiens. 

Si (Tk)k G oHét notons (Tk)k le faisceau étendu à la tour (Xk ® f F)k où l'on voit cette 
dernière tour comme associée non-plus aux groupes G et H mais à G et H x Ip où Ip = Gal(A| A). 

On a bien (Tk)k G Hàt({XK <S)p F)k) (l'action de l'inertie Ip est lisse). Couplé à la donnée de 
descente cela définit un foncteur 

r c (H 6t ê)pP, -) : a H 6t — » A [G x H x W F } lss 

(T k )k i— ► lfm T c (X k ®F,?k) 

KCG° 

et on note RT c ('Hct&>pF 1 — ) : aTitt — > D + (A[G x H x Wp]i ss ) le foncteur dérivé associé. Il jouit 
de toutes les propriétés précédentes énoncées dans la section 11.3 (utiliser toujours le fait qu'un 
objet injectif d'un topos total associé à un topos nbré est injectif étage par étage). 

Plaçons nous maintenant dans le cadre de la section 11.5. Supposons de plus que l'espace de 
périodes P soit muni d'une donnée de descente et que le morphisme des périodes II soit compatible 
à cette donnée. On obtient alors une équivalence entre faisceaux de Hecke cartésiens sur la tour 
et iî-faisceaux lisses sur P munis d'une donnée de descente. 

Dans les considérations précédentes on peut également considérer la variante suivante : rem- 
placer ce qu'on a appelé donnée de descente par la notion plus forte qui consiste à demander que 
le morphisme a* — > Tk soit un isomorphisme. Tout ce que l'on vient de dire s'adapte à cette 
situation. 



12. Faisceaux de Hecke cartésiens et faisceaux rigides équivariants en niveau infini 

12.1. Faisceaux lisses sur une tour. — Soient G et H deux groupes profinis et (Xk)kcg 
une tour équivariante de iJ-schémas formels admissibles quasicompacts. Plus précisément si S est 
la catégorie dont les objets sont les sous-groupes ouverts de G et 

VA", A" G S Hom s (A, A") = {g G K\g | g' 1 Kg G A'} 

on suppose que A i — > Xk définit un foncteur de S dans la catégorie des schémas formels admis- 
sibles quasicompacts munis d'une action continue de H. On suppose de plus que pour A' C A le 
morphisme Xk> — ► Xk est affine et si A' < A alors X K ^ — ► X K 9 est un A/A'-torseur étale. 
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Soit Xœ = lim Xk qui est donc muni d'une action de G x H. 

K 

Lemme 12.1. — L'action de G x H sur X^ est continue. 
Rappelons (théorème 6.7) qu'il y a une équivalence de topos 

{X ca ) £ _ rig _ it ► lim (XK) r ig-ét 

K 

Proposition 12.2. — Il y a des équivalences de topos 

fâoojS-rig-ét-GxH-lss — (.-^Gjrig—ét—H—lss 

qui sont équivalents au topos des faisceaux de Hecke quasi-étales cartésiens H-lisses sur la tour 
K i — > X°£. 

Démonstration. Il s'agit d'une application du théorème 8.20. On laisse en effet le lecteur vérifier 
que via l'équivalence (X ao ) £ _ rig _ &t lim (ïx) ris _ ét les faisceaux G x iî-lisses correspondent 

K<G 

aux systèmes projectifs de G x iï-faisceaux lisses. □ 

12.2. Principaux résultats. — Reprenons toutes les notations de la section 11. On supposera 
que VI C T la tour d'espaces analytiques (Wi^KcGinG cs t de la forme (Wf n K )KcGinG" ou 

(Wij^KcdnG 

est une tour de schémas formels admissibles quasicompacts munis d'une action lisse de H sur 
Spî(Op) dont les morphismes de transition sont affines. 

On supposera de plus que si I C J l'inclusion de tours de domaines analytiques (W j,k) KcG jHG° c ~ 
{Wi,k)k<zGiC\G° es t donnée par une immersion ouverte 

(Wj,K)KcG.,nG° ^ ÇWl,K)l<CG I nG 

Cela permet de définir un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion sur Spî(Op) 

£oo = (J lim W Z . K 

z ^ x KcG z r\G° 

obtenu par recollement des limites projectives des tours au dessus de chaque sommet de l'immeuble 
comme dans l'article [10]. Ce schéma formel est muni d'une action cellulaire continue de G x H. 

Théorème 12.3. — H y a des équivalences de topos 

(%oc)£~ r ig-ét-GxH-lss — ^-qétc—H—lss — Pqétc-H-lss 

entre faisceaux E-rig-étales G x H -équivariants lisses sur X^, systèmes de faisceaux de Hecke 
cartésiens quasi-étales H-lisses sur la tour et faisceaux quasi-étales H-lisses sur l'espace des 
périodes. 

Démonstration. Il suffit d'empiler la proposition 12.2 avec le théorème 11.18 et la proposition 
11.22. □ 

Soit X un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion. Si x : Spf(V) — ► X est un point rigide de X 
et T 6 X £ _ rig _ 6t on peut définir la fibre de T en x x*T qui est un ensemble muni d'une action 
lisse de Gal(F[i]|F[i]). 

On a défini dans la section les points analytique d'un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion et 
la notion de spécialisation dans 

Définition 12.4- — Soit X un schéma formel 7r-adique sans 7r-torsion. Un faisceau T G X £ _ rig _ ét 
sera dit surconvergent si Va; : Spf(U) — ► X , Vy : Spf(V') — > X deux points rigides tels que x >~ y 
le morphisme de spécialisation 

y*T — > x*T 

est un isomorphisme. 
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On peut alors démontrer le théorème suivant. 

Théorème 12.5. — Dans les équivalences de topos précédentes le sous-topos des faisceaux étales 
sur l'espace de périodes correspondent au faisceaux surconvergents de {X 00 ) £ _ rig _ ét _Q xH _ lss . 

Théorème 12.6. — Soit (Tk)k un système de faisceaux de Hecke étales cartésien sur la tour 

et RT c (Ti.été)F, (^Fk)k) S D + (A[G x H x If]iss) son complexe de cohomologie lisse. Soit ÇeA- 
(-Eoo) s-rig— ét-Gx h -iss ^ e faisceau équivariant lisse associé sur Xoo. Il y a alors un isomorphisme 
dans la catégorie dérivée équivariante lisse 

RT c (H é M, (J~k)k) - RT^ix^èo^r^g) 

F 

Démonstration. Utiliser le théorème 12.3 couplé aux résolutions de Cech permettant de calculer 
les différents complexes de cohomologie à support compact pour des résolutions flasques, comme 
le lemme 11.5. □ 



13. Application aux tours de Lubin-Tate et de Drinfeld 
13.1. La correspondance de Jacquet-Langlands locale géométrique. — 

Théorème 13.1. — Soit (p n - 1 y° rdu l'espace des périodes de Gross-Hopkins descendu à F via 
la donnée de descente de Rapoport-Zink. Il s 'agit de l 'espace analytique de Berkovich associé à une 
variété de Severi-Brauer définie par l'algèbre à division D d'invariant i sur F. Soit Q C P"^ 1 

l'espace de Drinfeld sur F . Il y a une équivalence de topos entre D x -faisceaux étales sur (f> n - 1 y° rdu 
dont l'action de D x est lisse et GL n (F) -faisceaux étales sur SI pour lesquels l'action de GL n (F) 
est lisse 

JL : ((P™ ) tor u ) ét _ DX _ lss ► ^ét~GL n (F)-lss 

Il en est de même en remplaçant étale par quasi-étale (i.e. faisceaux sur le site étale de l'espace 
rigide plutôt que sur l'espace analytique de Berkovich). 

Démonstration. Dans [11] on a construit un isomorphisme Gh n {F) x D x -équivariant entre 
schémas formels 7r-adiques sur Sj>î(Of^- r ) 

X' -^-f y 

où X'oq est un éclaté équivariant du schéma formel ï M construit dans [10] et associé à la tour 
de Lubin-Tate et y'^ est un éclaté d'un schéma formel J^oc associé à la tour de Drinfeld. Par 
invariance du topos £ -rig-étale par éclatements formels admissibles on a 

(■^oo)£-ri S -ét-GL„(F)x_D x -lss — £~rig-&t-GL n {F ) X D x -lss 

Ct 

(^oo)f— rig — et — GL n (F) xD x — lss 0>oo ) £ - rig-ct-GL rl {F)xD x -lss 

D'après le théorème 12.3 

(3-oo)£_ r i g _ét-GL„(F)xDx-lss — )qctc-_D x -lss 

Ct 

W°°)£-rig-ét-GL n (F)xDX-\aa — (^®-^™ r )qétc-GL„(i ;, )-lss 

D'où le résultat sur F nr et le site quasi-étale. Le cas du site étale se déduit en remplaçant le 
topos £ -rig-étale par le topos surconvergent. La descente de F nr h F ne pose pas de problème une 

fois que l'on a vérifié que l'isomorphisme X'^ > y'^ est compatible à la donnée de descente de 

Rapoport-Zink. □ 
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13.2. Comparaison des complexes de cohomologie des deux tours. — 

Théorème 13.2. — Soit (Mj^ r )KcGL n (o F ) ^ a t° ur de Lubin-Tate au sens de Rapoport- Zink 
(une union disjointe indexée par Z de la tour de Lubin-Tate usuelle), formée d'espaces analy- 
tiques sur F, munie d'une action "horizontale" de D x d'une action "verticale" de GL n (F) par 
correspondances de Hecke et d'une donnée de descente à F. Soit 

■■ M C K T — P^ 1 

l'application des périodes de Gross-Hopkins. A un faisceau T de ((^' n ~ 1 ) tordu ) ét _ DX _ [ss est associé 
un système de faisceaux "de Hecke" {(^r 1 ')* 3~) KcGL rQ p \ sur la tour de Lubin-Tate muni de 
correspondances de Hecke, d'une action de D x et d'une donnée de descente à F compatible à celle 
sur la tour (ces trois actions commutant) . Soit le fondeur 

Y C {CT, -) : A - ((P"- 1 ) t °" i, % t _ D x_ iss MGL n (F) xfl x x W F ] - Mod-Usses 

T i — > lim r c (Mj?®F,iï% r *F) 

KcGL„(O f ) 

Soit (A^| r )^ ct) x la tour de Drinfeld au sens de Rapoport-Zink (une union disjointe indexée par 
Z de la tour usuelle de revêtements de l'espace fl de Drinfeld), formée d'espaces analytiques sur 
F, munie d'une action "horizontale" de GL n (F), "verticale" de D x et d'une donnée de descente 
à F. Soit 

: M? — n /P 

l'application des périodes sur la tour de Drinfeld. A un faisceau Q de Q Ét _ GL (^)„; ss est associé 
un système de faisceaux de Hecke muni d'une donnée de descente à F sur la tour de Drinfeld, 
(^K r *Q) kco x ■ Soit le fondeur 

r c (Dr, -) : A - ^ ét . GLn[F) ^ lss — > A[GL n (F) x D x x W F ] - Mod-Usses 

Ç i— > lim r c (M% r <ê)P,n% r *g) 

KdGL n (0 F ) 

Il y a alors un isomorphisme de fondeurs à valeurs dans B + (A[GL n (F) x D x x M^fJ/ss) 

RT c (Vr, -) o JL RT C (£T, -) 

En particulier si A désigne le faisceau constant, JL(A) = A et donc il y a un isomorphisme entre 
la cohomologie à support compact à coefficients constants des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. 

Démonstration. Il s'agit d'une application du théorème 12.6 et du théorème principal de [11] 
comme dans la démonstration précédente. □ 
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